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从 力学 、 物 理学、 天 文学 直到 化 学 、 生 物 学 、 经 济 学 
与 工程 技术 ,无 不 用 到 数学 . 一 个 人 从 入 小 学 到 大 学 毕 
业 的 十 六 年 中 ,有 十 三 、 四 年 有 数学 课 , 可 见 数 学 之 重要 
与 其 应 用 之 广泛 . 
但 提起 数学 ,不 少 人 仍 觉得 头痛 ,难以 入 门 , 甚 至 望 
而 生 晨 . 我 以 为 要 克服 这 个 鸿沟 ,还 是 有 可 能 的 .近代 数 
学 难于 接触 ,原因 之 一 大 概 是 由 于 其 符号 .语言 与 概念 
陌生 , 兼 之 近代 数学 的 高 度 抽 象 与 概括 ,难于 了 解 与 党 
握 . 我 想 , 如 果 知 道 讨论 的 对 象 的 其 体 背 景 , 则 有 可 能 党 
握 其 实质 .显然 ,一 个 非 数学 专业 出 身 的 人 ,要 把 数学 专 
业 的 教科 书 都 自修 -- 遍 ,这 在 时 间 与 精力 上 都 不 易 做 
到 . 若 停 留 在 初等 数学 水 平 上 ,哪怕 做 了 很 多 难题 , 似 亦 
不 会 有 助 于 对 近代 数学 的 了 解 . 这 就 促使 我 们 设想 出 一 
套 “ 走 向 数学 ”小 从 书 , 其 中 每 本 小 册子 尽量 用 深入 浅 出 一 
e。 1 。 


的 语言 来 讲述 数学 的 某 一 问题 或 方面 ,使 工程 技术 人 
员 , 非 数 学 专业 的 大 学 生 , 甚 至 具有 中 学 数学 水 平 的 人 ， 
亦 能 懂得 书 中 全 部 或 部 分 含义 与 内 容 . 这 对 提高 我 国人 
民 的 数学 修养 与 水 平 ,可 能 会 起 些 作用 . 显然 要 将 一 
数学 深入 浅 出 地 讲 出 来 , 决 非 易 事 . 首先 要 对 这 门 数学 
有 深入 的 研究 与 透彻 的 了 解 . 从 整体 上 说 ,我 国 的 数学 
水 平 还 不 高 ,能 否 较 好 地 完成 这 一 任务 还 难说 .但 我 了 
解 很 多 数学 家 的 积极 性 很 高 ,他 们 愿意 为 “走向 数学 ”所 
稿 . 这 很 值得 高 兴 与 欢迎 . 

承蒙 国家 自然 科学 基金 委员 会 、 中 国 数 学 会 数学 传 
播 委员 会 与 湖南 教育 出 版 社 支 持 ,得 以 出 版 这 套 “ 走 疝 
数学 ”从 书 , 谨 致 以 感谢 . 
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第 -- 章 计 算 


一 一 它 不 仅仅 是 一 位 匠人 


数学 不 等 于 计算 ,但 数学 的 最 早 来 源 是 计算 . 它 诞生 于 人 类 

生产 实践 中 对 计算 的 需要 ,数字 本 身 就 是 这 样 产生 的 . 有 人 考证 
过 数字 “二 ”的 出 现 ; 据 说 这 表示 了 双手 各 拿 一 件 物品 . 为 了 表示 
“三 ”, 除 双手 拿 物品 之 外 ,还 要 把 第 三 件 物品 放 在 自己 的 脚 边 ， 
“三 ”的 特征 就 是 举 起 双手 和 指定 一 只 脚 .“ 四 ”可 以 用 两 只 手 和 
两 只 脚 表示 ,等 等 . 此 外 ,手指 也 是 表示 数量 的 最 早 工具 . 为 什么 
世界 最 通用 的 是 十 进 制 ,而 不 是 九 进 制 或 十 一 进 制 ?据说 这 和 人 
有 十 个 指头 有 关 . 在 长 期 的 发 展 中 ,人 们 逐渐 抛弃 了 以 具体 物件 
表示 数 的 做 法 ,人 慢 慢 地 抽象 出 数 的 概念 . 
” “ 记 数 术 可 以 说 是 最 早 的 数学 ,从 屈指 记 数 , 结 绳 计数 ,到 在 
木 棍 或 骨 片上 刻 符 记 数 ,以 及 书写 文字 记 数 ,经 历 了 漫长 的 年 
代 . 据 史 书记 载 ,世界 上 几 个 最 早 的 记 数 系统 的 出 现年 代 大 致 如 
下 : 

1, 古 埃 及 象形 数字 (公元 前 3400 年 左右 ). 

2. 巴比伦 栅 形 数字 (公元 前 2400 年 左右 ). 

3. 中 国 甲骨 文 数字 (公元 前 1600 年 左右 ). 


4. 中 国 算 筹 (公元 前 500 年 左右 ). 

十 进 制 数 的 出 现 是 一 个 伟大 的 事件 , 它 是 一 种 位 置 记 数 法 ， 
其 中 每 个 数字 的 含义 与 数字 所 处 的 位 置 有 关 ,19 尖 91. 十 进 制 技 
术 的 核心 是 使 用 数字 零 ,不 然 ,91 和 901,910 等 就 无 法 区 分 了 . 
一 般 认为 公元 600 年 前 后 在 古 印 度数 学 中 明确 形成 了 方便 的 十 
进 制 记 数 ,包括 零 的 使 用 . 这 套 方法 后 来 传 到 阿拉 伯 地 区 ,以致 
一 直 以 阿拉 伯 数 字 的 称呼 流传 后 世 . 实际 上 ,世界 上 最 早 的 十 进 
制 数 表示 法 是 中 国 的 算 筹 记 数 法 ,其 中 包括 了 零 的 应 用 . 用 算 筹 
表示 数字 ,有 纵横 两 种 方式 : 


”使 用 时 规定 个 位 数 用 纵 式 表 示 , 十 位 数 以 上 交叉 使 用 , 例 
如 ,314159265 表示 为 


一 放 一 起 才 中 二 川 


儿 何 计算 也 来 自生 产 实践 , 古 埃及 的 尼罗河 水 每 年 都 要 谤 
小, 淹没 庄稼 , 冲 毁 土地 ,这 给 土地 的 管理 带 来 一 些 问 题 . 据 史书 
记载 ,埃及 第 十 九 王 朝 的 法 老 拉 美 西 斯 第 二 ( 约 公元 前 1300 
年 ) ,把 土地 划分 成 同样 大 小 的 正方 形 , 并 分 配给 居民 , 按 分 配 土 
地 的 面积 收 租 . 如 果 河 水 泛 浴 时 冲 毁 了 部 分 土地 , 便 要 重新 丈量 
土地 ,根据 土地 损失 情况 核减 租 赋 ,有 时 甚至 还 要 重新 分 配 土 
地 ,这 样 . 以 面积 测量 为 特征 的 最 早 的 几何 学 就 诞生 了 . 

由 于 计算 是 生产 实践 的 需要 ,因而 在 它 发 展 的 早期 主要 是 
一 种 技术 . 例如 对 圆周 率 x, 一 开始 没有 明确 的 计算 公式 ,x 的 值 
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能 算 到 多 精确 ,全 赁 数学 家 的 本 事 , 在 古巴 比 伦 数学 中 ,只 知道 
x 近似 于 3. 公元 前 6 世纪 ,印度 数学 家 算 到 x 近似 于 3. 162. 公 
元 300 年 左右 ,中 国 数学 家 刘 微 用 割 圆 术 把 x 的 近似 值 改进 为 
3.1416. 一 百 多 年 以 后 ,祖冲之 又 算得 x 的 值 在 3. 1415926 与 
3.1415927 之 间 . 西方 数学 家 得 到 同样 精确 的 结果 则 已 是 一 千 
年 以 后 的 事 了 . 

作为 一 种 技术 ,有 时 难免 要 发 生 保密 、. 汇 密 和 窃 密 的 问题 . 
三 次 代数 方程 式 的 解法 是 16 世纪 的 意大利 数学 家 塔 尔 塔 利 亚 
发 明 的 . 另 一 位 意大利 数学 家 菲 奥 尔 声 称 自 己 也 找到 了 三 次 方 
程 的 解法 ,两 人 相约 在 米兰 公开 比赛 ,结果 菲 奥 尔 大 败 .不久 , 卡 
尔 达 诺 向 塔 尔 塔 利 亚 请 教 该 法 , 遭 到 拒绝 .卡尔 达 诺 遂 许 愿 推荐 
他 担任 西班牙 炮兵 顾问 ,并 发 暂 永 不 泄密 ,以 此 骗取 了 三 次 方程 
式 解法 ,并 在 六 年 后 违约 公布 于 自己 写 的 书 中 . 后 世 传 称 三 次 方 
程式 的 解法 为 卡尔 达 诺 算法 ,这 是 不 公正 的 .然而 这 件 事 也 反映 
了 古代 某 些 计算 技术 正 像 我 国 的 祖传 秘方 那样 ,属于 个 人 的 秘 
密 . | 

重视 实际 的 计算 方法 是 我 国 古 代数 学 的 一 大 特点 ,在 古籍 

中 往往 称 之 以 “ 术 ”. 如 上 面 提 到 的 以 极限 方法 求 圆 周 率 的 制 贺 
术 ; 在 解 算术 问题 时 使 用 变 元 方法 的 天 元 术 ; 以 及 求解 一 次 同 余 
方程 组 的 大 衍 求 一 术 等 . 与 我 国 的 传统 不 同 , 古 希腊 的 数学 家 们 
发 展 出 一 套 严 密 的 逻辑 演绎 方法 ,不 但 有 亚 里 斯 多 德 的 形式 敢 
辑 ,还 有 欧 几 里 德 的 几何 体系 ,这 是 数学 史上 另 一 条 重要 的 发 展 
线索 . 当然 ,逻辑 方法 本 身 还 不 是 计算 ,我 们 在 以 后 将 会 讲 到 ,只 
有 当 数 理 逻 辑 问世 以 后 , 才 有 了 以 计算 方法 处 理 逻 辑 问题 的 手 
段 . 

也 正 是 从 希腊 人 开始 ,出 现 了 对 计算 的 根本 问题 一 一 什么 
是 可 计算 的 ,什么 是 不 可 计算 的 一 一 的 研究 ,其 成 果 往 往 是 某 些 
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问题 类 的 不 可 计算 性 ,由 此 又 导出 一 些 新 的 、 更 富有 意义 的 研究 
领域 . 要 知道 ,指出 某 些 问题 是 不 可 计算 的 ,其 意义 决 不 亚 于 给 
出 可 评 算 向 题 的 计算 方法 ,这 在 数学 史上 展 见 不 鲜 , 一 个 著名 的 
事件 是 公元 前 400 年 希腊 数学 家 希 帕 索 斯 发 现 直 角 三 角形 的 直 
角 边 与 斜 边 之 长 是 不 可 通 约 的 ,也 就 是 说 ,这 两 条 边 的 商 不 能 用 
有 理 数 表示 . 虽然 希 帕 索 斯 因此 而 被 抛 进 大 海 处死 , 但 由 此 而 产 
生 的 无 理 数 概念 却 为 数学 带 来 了 新 的 繁荣 . 另 一 个 著名 的 例子 
是 用 根 式 求解 一 般 五 次 方程 的 问题 ,挪威 数学 家 阿 贝尔 在 1824 
年 指出 这 是 不 可 能 的 . 阿 贝 尔 的 齐 越 成 果 推动 人 们 去 寻求 五 次 
以 上 方程 有 根 式 解 的 一 般 条 件 . 五 年 以 后 ,这 个 问题 被 法 国 数学 
家 伽 罗 瓦解 决 ,从 而 又 导致 一 门 新 的 数学 分 支 一 一 群 论 的 产生 . 
作为 伽 罗 瓦 的 发 现 的 一 个 推论 ,人 们 知道 了 用 直 尺 和 图 规 三 等 
分 任意 角 是 不 可 能 的 ， 

但 这 些 都 是 关于 某 类 具体 问题 求解 的 可 能 性 或 不 可 能 性 的 
研究 . 至 于 最 一 般 的 问题 类 的 可 计算 性 研究 , 则 直到 20 世纪 .30 
年 代 才 结 出 硕果 . 图 灵 、 丘 奇 . 哥 德尔 .波斯 特等 人 陆续 提出 了 一 
批 计算 模型 ,并 称 这 些 模 型 为 用 算法 方法 解决 问题 的 极限 . 即 ， 
玉 是 能 用 算法 方法 解决 的 问题 ,也 一 定 能 用 这 些 计算 模 型 解决 , 
反之 ,这 些 计算 模型 解决 不 了 的 问题 ,任何 算法 也 休想 解决 . 本 
书 第 二 至 第 六 章 列 出 了 五 种 这 样 的 计算 横 型 ,实际 的 计算 模型 
体现 于 现代 的 电子 计算 机 及 其 程序 设计 语言 上 ， 第 七 章 对 此 作 
了 简要 介绍 . 

这 里 说 到 了 算法 ,需要 解释 一 下 什么 是 算法 ， 算法 一 词 来 自 
古代 阿拉 伯 一 本 数学 名 著 的 书 名 , 它 指 的 是 一 种 计算 过 程 , 具 有 
如 下 的 性 质 ， 

1. 通用 性 . 即 适用 于 某 一 类 问题 中 的 所 有 个 体 ,而 不 是 只 用 
来 解决 一 个 具体 问题 . 

sd。 


2. 能 行 性 . 即 应 有 明确 的 步骤 一 步 一 步 地 引导 计算 的 进行 . 

3. 机 械 性 , 即 每 个 步骤 都 是 机 械 的 、 定 死 的 ,不 需要 计算 者 
临时 动脑 筋 . 

4. 有 限 性 . 至 少 对 某 些 输入 数据 ,算法 应 在 有 限 多 步 内 结 
柬 ,并 给 出 计算 结果 . 我 们 称 算法 对 这 些 输 入 数据 是 有 定义 的 ， 

5. 离散 性 . 算法 的 输入 数据 及 输出 数据 都 应 是 离散 的 符号 
(或 称 字 母 ,其 中 也 包括 数字 ). 

虽然 人 们 已 经 相信 ,在 上 述 算法 定义 的 意义 上 ,不 存在 第 二 
到 第 七 章 的 计算 模型 不 能 计算 ,而 其 它 模型 能 计算 的 问题 ,但 是 
人 们 也 已 了 解 到 ,确实 存在 着 任何 计算 模型 都 计算 不 了 的 问题 ， 
第 八 章 讨论 这 个 十 分 重要 的 不 可 计算 性 和 不 可 判定 性 问题 . 就 
像 告 诚 人 们 三 等 分 角 不 可 能 一 样 , 这 方面 的 研究 成 果 可 使 人 们 
避免 无 效 的 劳动 . 与 此 相关 的 问题 是 形式 系统 的 一 致 性 和 完备 
性 问题 ,这 在 第 九 章 中 探讨 . 总 之 ,第 八 、 九 两 章 说 的 是 现实 世界 
计算 能 力 的 极限 . 

计算 模型 的 计算 能 力 还 受 着 另 一 个 因素 的 限制 , 那 就 是 计 
算 的 复杂 性 . 通俗 地 说 , 可 称 之 为 计算 的 繁复 程度 , 对 此 ,人 们 首 
先 想到 的 是 计算 所 需 的 步 数 ,但 这 只 是 复杂 性 的 一 种 , 称 为 时 间 
复杂 性 . 通常 用 计算 所 需 的 各 种 开销 之 大 小 衡量 计算 复杂 性 ,时 
间 是 一 种 开销 ,空间 (可 想象 为 算 题 用 的 草稿 纸 ) 也 是 一 种 开销 ， 
还 可 以 定义 其 它 的 开销 . 第 十 章 研究 抽象 计算 模型 的 计算 复杂 
性 ,第 十 一 章 研究 具体 的 算法 类 中 被 认为 最 难 的 一 类 一 一 NP 
完备 类 的 复杂 性 ,这 两 方面 都 已 有 极 丰 富 的 研究 成 果 . 

有 关 计 算 的 另 一 个 大 问题 是 计算 的 语义 问题 . 通俗 地 讲 即 
是 :怎样 保证 计算 的 结果 是 我 们 所 需要 的 ? 即 如 果 一 个 算法 用 两 
种 形式 表示 出 来 ,一 种 是 说 明 性 的 (例如 求 两 个 数 的 最 大 公约 
数 ), 另 一 种 是 过 程 性 的 (例如 网 几 里 德 辑 转 相 除法 ) ,如何 才能 
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判断 :过 程 性 的 算法 达到 了 说 明 性 算法 的 要 求 ?计算 的 语义 问题 
是 一 个 极 大 的 问题 ,本 书 只 能 在 最 后 一 章 触及 它 的 很 小 一 点 皮 
毛 , 供 读者 品味 . 


第 二 章 ”图 灵机 


一 一 跳 不 出 的 如 来 佛手 心 


计算 的 能 行 性 和 可 构造 性 研究 的 最 著名 产物 ,也 许 是 图 灵 
机 了 .图 灵 是 一 位 英国 数学 家 , 生 于 1912 年 6 月 23 日 , 卒 于 
1954 年 6 月 7 日 ,只 活 了 42 岁 ,然而 却 在 数学 和 计算 理论 方面 
作出 了 卓越 的 贡献 . 他 在 1937 年 发 表 的 《关于 可 计算 的 数 及 其 
对 兰 定 问题 的 应 用 ?一 文中 提出 了 一 个 非常 重要 的 关于 计算 的 
数学 模型 ,后 世 称 之 为 图 灵机 . 其 重要 性 在 于 :这 是 一 个 能 行 的 
计算 模型 , 它 的 原理 非常 之 简单 ,然而 却 能 计算 一 切 能 行 可 计算 
的 问题 类 ,因此 它 的 功能 不 会 弱 于 任何 其 它 的 能 行 计算 模型 . 当 
然 , 这 个 结论 从 未 被 严格 证 明 过 ,而 且 , 它 是 证 明 不 了 的 , 因为 图 
灵机 是 一 个 严格 的 数学 模型 ,而 所 谓 可 计算 的 问题 类 则 是 一 个 
用 语言 描述 的 模糊 概念 . 我 们 只 能 证 明 一 个 精确 的 数学 概念 等 
价 于 另 一 个 精确 的 数学 概念 , 却 无 法 “证 明 ” 一 个 模糊 的 概念 等 
价 于 一 个 精确 的 概念 .不 过 ,从 图 灵机 创立 以 来 的 无 数 事实 使 人 
们 相信 这 一 点 是 对 的 , 还 从 未 有 人 发 现 过 一 个 为 图 灵机 计算 不 
了 的 问题 类 ,就 像 孙悟空 跳 不 出 如 来 佛 的 手心 一 样 . 现在 ,数学 
家 们 不 但 不 怀疑 这 一 点 ,而 且 把 “图 灵机 可 计算 ”作为 能 行 可 计 
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算 的 代名词 . 各 种 各 样 的 关于 计算 的 数学 模型 , 均 以 能 被 证 明和 
图 灵机 等 价 作 为 它们 有 具有 最 高 计算 能 力 的 标志 .图 灵 的 论文 发 
表 不 到 十 年 ,现实 的 电子 计算 机 就 问世 了 . 计算 机 科学 家 们 公认 
图 灵 的 思想 为 电子 计算 机 的 诞生 奠定 了 理论 基础 ,图 灵 因 此 而 
获得 了 一 项 殊荣 ,目前 国际 上 授 子 计算 机 科学 家 的 最 高 学 术 成 
就 奖 就 是 以 他 的 名 字 命 名 的 . 所 以 ,一 切 对 计算 的 数学 理论 感 兴 
趣 的 人 都 应 该 认识 和 了 解 钠 灵机 . 
图 灵机 的 计算 在 一 条 带子 上 进行 ,这 条 带子 在 两 个 方向 均 
伪 无 穷 长 (可 以 把 它 想 象 成 解析 几何 中 的 x 轴 ). 带子 上 划分 为 
无 穷 多 个 格 (可 以 把 它 想象 为 > 轴 上 长 度 为 1 的 区 间 ). 带子 上 
方 有 一 个 沿 带子 方向 来 回 移动 的 读 写 头 ( 读 写 头 和 带子 的 关系 
有 点 象 录音 机 中 磁头 和 磁带 的 关系 ). 计算 通过 读 写 头 的 移动 和 
读 写 来 完成 . 为 了 控制 读 写 头 的 这 些 操 作 , 每 个 图 灵机 有 一 个 状 
态 集 {9g;), 其 中 包括 一 个 开始 状态 和 一 个 结束 状态 . 它 还 有 一 组 
符号 {5;), 其 中 包括 一 个 空白 符号 .此 外 , 它 还 有 一 个 控制 函数 ， 
该 函数 根据 图 灵机 所 处 的 当前 状态 和 读 写 头 所 读 到 的 当前 符号 
-决定 图 灵机 的 下 一 步 操作 ,其 中 每 一 步 操作 包括 二 件 事 :第 一 ， 
把 某 个 符号 写 到 读 写 头 当 前 正 “ 注 视 ” 的 那个 格 上 ,以 取代 原来 
的 符号 .第 二 , 读 写 头 左 移 -一 格 或 右 移 一 格 或 不 移动 . 第 三 ,用 某 
个 状态 取代 当前 的 状态 ,使 图 灵机 进入 一 个 新 状态 . 这 个 控制 函 
数 可 以 表 为 : 
” (状态 ,符号 ) 一 一 ( 写 符号 ,移动 ,状态 ) (2.1) 
顺序 做 完 这 三 件 事 , 图 灵机 的 一 个 工作 周期 就 告 结束 . 如 果 
新 状态 不 是 结束 状态 , 则 可 以 进入 下 一 个 工作 周期 ,否则 图 灵机 
停机 ,计算 任务 宣告 完成 . 所 以 结束 状态 也 叫 停机 状态 . 图 灵机 
停机 以 后 ,带子 上 的 内 容 就 是 它 的 输出 . 对 于 图 灵机 的 工作 过 
程 , 人 们 可 以 给 予 不 同 的 解释 . 
. 8 . 


~、 


第 一 ,把 图 灵机 作为 识别 器 , 即 判 断 带子 上 的 初始 内 容 ( 看 
作 图 灵机 的 输入 ) 是 否 属于 某 个 集合 (例如 是 否 是 一 个 语法 正确 
的 英语 句子 ). 如 果 图 灵机 能 够 停机 ,并 且 输 出 某 个 指定 的 符号 
《例如 yes), 则 表明 输入 内 容 确实 属于 指定 的 集合 . 否则 ,如 果 
输出 的 不 是 指定 的 符号 ,或 者 图 灵机 根本 不 停机 , 则 表明 输入 内 
容 不 属于 指定 集合 , 它 被 拒绝 . 

第 二 ,把 图 灵机 作为 生成 器 ,对 于 给 定 的 输入 集合 ,考察 它 
的 输出 集合 ,并 研究 当 输入 集合 满足 某 种 性 质 时 ,输出 集合 满足 
什么 性 质 ,这 是 研究 图 灵机 的 生成 能 力 . 

第 三 ,把 图 灵机 作为 计算 器 ,对 于 指定 的 计算 功能 (什么 样 
的 输入 应 该 对 应 什么 样 的 输出 ), 设 计 恰 当 的 图 灵机 ,使 它 具备 
这 种 计算 功能 ,这 样 的 图 灵机 相当 于 一 个 函数 . 对 于 某 些 输入 
值 ,图 灵机 可 能 不 会 停机 ,这 相当 于 该 函数 在 此 处 无 定义 . 因此 ， 
图 灵机 可 以 定义 一 个 部 分 函数 ( 即 并 非 处 处 有 定义 的 函数 ). 以 
后 我 们 将 会 看 到 , 它 的 能 力 相 当 于 部 份 递归 函数 . 

对 图 灵机 工作 过 程 的 以 上 三 种 解释 ,实际 上 只 反映 了 人 在 
感觉 上 的 不 同 ,它们 本 质 上 是 一 致 的 ,归根 结 底 , 都 是 一 种 计算 . 
下 面 我 们 举 一 个 最 简单 的 例子 一 一 设计 一 个 会 做 加 法 的 图 灵 
机 ,这 个 图 灵机 只 有 两 种 符号 :0 和 1, 其 中 0 代表 空白 符号 . 它 
计算 的 对 象 一 一 正 整数 ,用 一 连 囊 的 1 表示 ,1 的 个 数 等 于 此 正 
整数 的 大 小 加 一 . 有 待 相 加 的 两 个 数 之 间 用 一 个 空白 符号 隔 开 ， 
相 加 后 的 数 也 用 一 连 串 的 1 表示 . 该 图 灵机 的 控制 函数 可 用 第 
10 面 的 表 列 出 ， 

其 中 工 表示 左 移 . R 表示 右 移 ,开始 的 时 候 , 读 写 头 “ 注 视 * 
着 左边 那个 数 的 第 一 个 符号 1, 状 态 为 0, 查 表 可 知 动作 应 为 
1R1, 即 在 原 地 重 写 符号 1, 右 移 一 格 ,并 进入 状态 1, 如 果 读 写 
头 此 时 注视 的 当前 符号 仍 为 1 , 则 查 表 知 动作 为 1R1, 与 刚才 一 
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样 ,并 停留 在 状态 1 内 不 变 . 这 个 过 程 继续 不 断 ,直至 读 写 头 移 
到 两 数 间 的 空格 ,此 时 动作 为 1R2, 即 把 空格 改 为 符号 1 并 继续 
右 移 ,状态 变 为 2. 一 直 移 到 第 二 个 数 右边 的 空格 . 此 时 保留 该 
空格 , 往 左 移 ,并 进入 状态 3, 接 着 连续 抹 掉 两 个 1( 把 它们 改 成 
空格 符号 ,并 一 直 往 左 移 , 直 至 移 到 此 数 左 边 的 空格 ,再 右 移 回 
来 . 因为 图 灵机 要 求 计算 结束 时 , 读 写 头 对 准 输出 数据 左面 的 第 
一 个 符号 . 

形象 地 说 ,加 法 不 过 是 把 带子 上 的 两 个 数 拼接 在 一 起 ,但 若 
用 图 灵机 严格 描述 ,就 必 须 经 过 上 面 那些 复杂 的 步骤 ， 有 兴趣 的 
读者 不 妨 自己 设计 一 个 做 乘法 的 图 灵机 . 

图 灵机 有 许多 变种 ,其 中 有 的 与 图 灵机 有 相同 的 计算 能 力 ， 
有 的 在 计算 能 力 上 纶 于 图 灵机 ,下 面 我 们 介绍 其 中 的 几 种 . 

首先 是 多 道 图 灵机 . 它 与 标准 图 灵机 的 区 别 在 于 ;带子 分 成 
有 限 多 个 道 ,每 个 道 相当 于 一 个 标准 图 灵机 的 带子 . 我 们 在 前 面 
曾经 把 图 灵机 的 带子 比 做 二 轴 ( 即 直线 ?一 0) ,多 道 图 灵机 的 带 
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子 好 比 一 组 平行 于 z 轴 的 直线 (y=0,1,…,n 一 1); 答 同一 个 垂 

直 位 置 上 ,各 直线 格 内 的 内 容 可 以 不 一 样 , 但 读 写 头 只 有 一 个 . 
下 表 是 一 个 三 道 图 灵机 的 例子 , 它 的 控制 函数 可 以 表 为 ， 

状态 ,上 符 , 中 符 , 下 符 ) 一 >( 写 上 符 , 写 中 符 , 写 下 符 , 移 

动 ,状态 ) (2. 2) 


很 容易 证 明 如 下 的 定理 : 

定理 2.1 多 道 图 灵机 和 标准 ( 即 单 省 ) 图 灵机 有 相同 的 计 
算 能 力 . 

证 :首先 ,多 道 图 灵机 可 以 模拟 单 道 图 灵机 ,因为 对 任意 的 
单 道 图 灵机 和 任意 正 整数 "之 1, 可 以 构造 如 下 的 二 道 图 灵机 ， 
除了 第 一 道 以 外 ,其 它 道 上 的 格 内 全 为 空白 符号 ,并 且 在 图 灵机 
操作 时 在 第 一 道 以 外 的 各 道 只 写 空白 符号 . 至 于 第 一 道 的 初始 
内 容 以 及 往 第 一 道上 写 的 内 容 , 则 和 指定 的 单 道 图 灵机 完全 一 
样 . 不 难看 出 ,这 样 的 多 道 图 灵机 ( 见 下 表 ) 与 指定 的 单 道 图 灵机 
有 相同 功能 . . 
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男 一 方面 , 单 道 图 灵机 也 可 以 模拟 多 道 图 灵机 . 假设 给 定 一 
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个 n 道 图 灵机 ,n>1. 它 共有 m 种 不 同 的 符号 , 则 在 每 个 垂直 位 
置 上 ,各 格 内 不 同 符号 的 组 合共 有 m" 种 可 能 性 . 为 此 ,我 们 只 
需 构造 一 个 具有 me 种 不 同 符号 的 单 道 图 灵机 ,并 在 单 道 图 灵 
机 的 符号 和 多 道 图 灵机 的 符号 组 合 之 间 建 立 起 一 一 对 应 关系 . 
这 样 , 多 道 图 灵机 的 辨认 = 个 符号 和 书写 = 个 符号 ,完全 可 以 用 
单 道 图 灵机 的 辨认 一 个 符号 和 书写 一 个 符号 代替 ,两 者 功能 也 
就 一 致 了 . 

第 二 个 变种 是 多 带 图 灵机 . 一 个 带 图 灵机 有 n 根 带子 ,每 
根 带子 上 有 一 个 读 写 头 .各 读 写 头 的 移动 是 彼此 独立 的 . 下 图 是 
一 个 双 带 图 灵机 的 例子 . 


” 双 带 图 灵机 的 控制 函数 可 以 表 为 ， 
(状态 ,上 符 , 下 符 ) 一 >( 写 上 符 , 写 下 符 , 移 上 头 , 移 下 头 ， 
状态 ) 攻 (2. 3) 


多 带 图 灵机 的 结构 复杂 性 显然 高 于 多 道 图 灵机 ,因为 它 的 
多 个 读 写 头 是 互相 独立 移动 的 . 不 过 我 们 仍然 有 下 列 定 理 : 

定理 2.2 ”多 带 图 灵机 和 标准 图 灵机 有 相同 的 计算 能 力 ， 

证 :为 了 节省 篇 幅 , 此 处 只 给 出 证 明 的 梗概 . 由 于 我 们 已 经 
有 了 定理 2.1, 所 以 我 们 只 需 证 明 多 道 图 灵机 和 多 带 图 灵机 有 
相同 的 计算 能 力 就 行 了 . 

首先 ,给 定 一 个 = 道 图 灵机 ,>1, 不 难 构造 一 个 二 带 图 灵 
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机 来 模拟 它 , 因 为 我 们 只 需 令 交 带 图 灵机 的 个 读 写 头 永远 位 
于 同一 个 垂直 位 置 上 ,其 余 的 数据 和 操作 可 以 全 都 照抄 ， 道 图 

灵机 的 ,这 就 把 一 个 n 带 图 灵机 的 功能 设计 得 和 给 定 的 x 道 图 

灵机 一 样 了 . 

现在 假设 给 定 一 个 带 图 灵机 ,模拟 带 图 灵机 的 困难 在 
于 道 图 灵机 只 有 一 个 读 写 头 .我们 可 以 用 一 个 读 写 头 来 回 移 
动 以 完成 所 有 读 写 任务 ,但 是 怎样 才能 记 住 另外 n 一 1 个 读 写 头 
的 位 置 呢 ?我 们 假设 任意 两 个 不 同 的 带 上 的 符号 集 之 交 是 空 集 ， 
然后 把 符号 数 增加 一 倍 , 即 对 每 个 符号 ,增加 一 个 符号 a’ ,一 
条 带子 上 某 个 格子 内 有 符号 a 表示 该 格子 的 内 容 是 a, 且 当前 
读 写 头 不 位 于 此 处 . 而 格子 内 有 符号 a' 表示 该 格子 内 容 是 a 且 
当前 读 写 头 正 位 于 此 处 . 通过 正确 构造 控制 函数 可 使 每 条 带 上 
每 个 时 刻 有 且 仅 有 一 个 w: 类 符号 ， 

由 于 多 道 图 灵机 只 有 一 个 读 写 头 ,在 = 条 带 上 的 读 写 只 能 - 
逐个 进行 ,根据 前 面 控制 函 数 的 定义 ,多 带 图 灵机 的 每 条 带 上 的 
操作 依赖 于 所 有 带 上 的 当前 符号 . 多 道 图 灵机 在 第 i 条 带 上 读 
写 后 要 移动 读 写 头 ,此 时 读 写 头 注视 的 内 容 已 经 不 是 原来 的 内 
容 , 不 能 作为 第 j 条 带 (j>i 操 作 的 依据 ,解决 这 个 问题 的 办 法 
是 把 当前 符号 也 记 进 状态 里 去 ,多 带 图 灵机 的 每 个 状态 8 ,在 多 
道 图 灵机 中 对 应 于 IInoS (i) 个 不 同 的 状态 ,其 中 noS i) 是 第 i 
条 带 上 符号 的 种 类 数 ,新 状态 取 (ay ,ax ，…,aw ,S) 的 形式 ,其 
中 a 岩 示 第 i 条 带 上 的 第 j 种 符号 . 

于 是 ,多 道 图 灵机 的 控制 阔 数 可 以 这 样 构造 :; 开始 时 令 每 条 
带 上 数据 的 最 左 一 个 符号 为 a' 类 符号 ,并 令 初始 状态 为 (os ， 
au So) ,其 中 请 必 为 第 :条 带 上 的 左边 第 一 个 符号 ,5。 
是 多 带 图 灵机 的 初始 状态 ,然后 依次 执行 原来 为 各 带 规定 的 操 
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作 . 如 果 操作 中 包括 移动 , 则 把 读 写 头 原来 所 指 的 符号 改 为 类 
符号 ,移动 后 所 指 的 符号 改 为 a' 类 符号 . 此 外 ,在 头 "一 1 条 带 
上 操作 时 ,都 不 改变 状态 ,只 有 完成 第 ”条 带 的 操作 时 才 把 状态 
变 为 (5,，…,6,1S1) ,其 中 诸 5' 是 个 读 写 头 现在 所 注视 的 符 
号 ,S, 是 原来 多 带 图 灵机 进入 的 新 状态 . 

读者 也 许 要 问 : 每 当 完成 第 ; 条 带 的 操作 后 ,如 何 找到 第 i 
十 1 条 带 的 操作 位 置 呢 ? 这 就 要 靠 a' 类 符号 来 指示 位 置 了 .我 们 
可 以 在 第 i 十 1 条 带 上 先 往 右 找 ,如 果 找 到 数据 的 尽头 还 没有 ， 
就 再 往 左 找 ,由 于 每 条 带 上 a’ 类 符号 是 存在 旦 唯一 的 ,我 们 总 
能 找到 它 作 为 操作 的 位 置 

细心 的 读者 还 会 问 ,在 带 上 找 a' 类 符号 时 ,怎样 才能 发 现 
“数据 的 尽头 ” 呢 ? 因为 遇 到 空白 符号 不 等 于 说 前 面 就 没有 数据 
了 ,这 样 ,在 一 条 无 穷 长 的 带 上 可 能 会 无 休止 地 找 下 去 . 为 了 解 
决 这 个 问题 ,可 以 在 开始 计算 时 在 每 条 带 数 据 的 右 端 设 一 个 右 
界 符号 , 每 当 执行 读 写 操作 后 读 写 头 右 移 到 一 个 右 界 符号 上 时 ， 
就 把 它 往 右 推 一 格 ,这 样 , 向 右 搜索 a' 类 符号 时 ,一 旦 遇 到 右 界 
符 就 知道 所 找 的 a' 类 符号 在 左边 ,应 该 回头 了 . 

第 三 个 变种 也 许 读者 自己 也 能 想到 ,是 多 带 多 道 图 灵机 . 我 
们 照样 有 ， . 
定理 2.3 多 带 多 道 图 灵机 和 标准 图 灵机 有 相同 的 计算 能 
力 . 

读者 不 妨 试 一 下 自己 证 明 它 . 
前 面 讲 的 图 灵机 的 三 个 变种 都 是 在 结构 上 把 图 灵机 复杂 

化 . 我 们 已 经 看 到 ,这 种 复杂 化 并 不 能 提高 图 灵机 的 计算 能 力 . 
现在 我 们 考察 另 一 个 方向 的 变种 , 即 图 灵机 结构 的 简单 化 ,看 看 
这 种 简单 化 会 不 会 降低 图 灵机 的 计算 能 力 . 

为 此 ,我 们 考察 图 灵机 的 第 四 个 变种 : 单 向 无 穷 图 灵机 . 这 
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种 图 灵机 的 带子 在 一 个 方向 无 限 延伸 ,而 在 另 一 方向 有 尽头 (好 

像 一 条 半 直 线 ). 可 以 证 明 下 列 定理 ， 

定理 2.4 单 向 无 穷 图 灵机 和 标准 ( 即 双向 无 穷 ) 图 灵机 有 
相同 的 计算 能 力 . 

证 明 的 思想 是 这 样 的 :假设 图 灵机 的 带子 只 向 右 方 无 限 延 
伸 , 我 们 从 带子 的 最 左 一 格 开始 ,给 全 部 格子 按 自然 数 序列 标 上 
号 ,并 且 规 定 :奇数 号 的 格子 对 应 于 双向 无 穷 图 灵机 的 带 上 从 某 
个 初始 格子 开始 的 向 右 部 份 ,而 偶数 号 的 格子 对 应 于 双向 无 穷 
图 灵机 带 上 初始 格子 的 左边 部 份 .无疑 , 这 两 种 图 灵机 带 上 的 格 
子 间 能 够 建立 一 一 对 应 关系 . 同时 ,对 应 于 双向 无 穷 图 灵机 的 每 
个 状态 8 ,在 单 向 无 穷 图 灵机 中 有 两 个 状态 S 和 3 ' 与 之 对 应 . 
其 中 $ 表示 状态 内 容 为 8 且 读 写 头目 前 位 于 奇数 格 上 ,3S' 表示 
状态 内 容 为 5 且 读 写 头 目前 位 于 偶数 格 上 . 扩 处 于 S 状态 时 ， 
移动 读 写 头 均 跳 过 偶数 格 ( 例 如 可 以 通过 令 奇数 格 和 偶数 格 有 
不 同 的 符号 来 实现 ), 而 处 于 8' 状态 时 ,移动 读 写 头 均 跳 过 奇数 
格 . 当 该 写 头 通过 带子 最 左 一 格 而 “ 转 栾 ”时 ,8S 和 3' 状态 交换 . 
具体 的 证 明 过 程 读者 不 妨 自行 补 出 . 

下 面 的 两 个 变种 是 香农 给 出 的 ， 

定理 2.5 只 有 两 个 符号 的 图 灵机 和 标准 (任意 有 限 多 个 
符号 的 ?图 灵机 有 相同 的 计算 能 力 . 

定理 2.6 只 有 两 个 状态 的 图 灵机 和 标准 (任意 有 限 多 个 
状态 的 ?图 灵机 有 相交 的 计算 能 力 . 

图 灵机 的 信息 存储 能 力 取决 于 它 的 状态 数 和 符号 数 . 因此 ， 
用 表面 上 比较 简单 的 图 灵机 去 模拟 表面 上 比较 复杂 的 图 灵机 
时 ,一 般 总 是 用 增加 状态 数 和 /或 符号 数 的 办 法 来 解决 , 而 状态 
数 和 符号 数 之 间 又 有 某 种 互补 性 . 定理 2. 5 限制 图 灵机 的 符号 
数 ,其 结果 必然 是 增加 它 的 状态 数 . 反之 ,定理 2. 6 限制 图 灵机 
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的 状态 数 ,其 结果 必然 是 增加 它 的 符号 数 . 香农 证 明 , 具 有 xm 种 
符号 和 种 状态 的 图 灵机 可 用 只 有 两 种 符号 ,但 有 8mn 种 状态 
的 图 灵机 模拟 ,也 可 用 具有 4mn 十 m 种 符号 ,而 只 有 两 种 状态 的 
图 灵机 来 模拟 . 这 是 定理 2.5 和 定理 2. 6 的 量化 内 容 . 
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第 三 章 ”递归 函数 


一 一 以 有 穷 构 造 无 穷 的 必由之路 


让 我 们 从 讲 一 个 故事 开始 ， 

一 个 没有 去 过 北京 的 人 问 :天 安 门 是 什么 样子 ?去 过 北京 的 
人 答 道 :天安门 有 个 城楼 ,城楼 上 有 个 国徽 ,国徽 里 有 个 天 安 门 ， 
天 安 门 有 个 城楼 ,城楼 上 有 个 国徽 ,国徽 里 有 个 天 实 门 ，……… 

读者 不 难看 出 ,这 个 对 天 安 门 的 介绍 可 以 无 穷 无 尽 地 继续 
下 去 .因为 ,为 了 要 说 清 北京 天 安 门 的 样子 ,必须 先 说 清 天 安 门 
城楼 上 国徽 里 天 安 门 的 样子 . 为 了 要 说 清国 徽 里 天 安 门 的 样子 ， 
又 必须 先 说 清国 微 里 天 安 门 城楼 上 国徽 里 天 安 门 的 样子 ,如 此 
等 等 . 这 条 天 安 门 一 一 城楼 一 一 国徽 一 一 天 安 门 的 链 是 无 穷 无 
尽 的 . 总 之 ,为 了 要 说 清 天 安 门 ,必须 先知 道 天 安 门 ,用 天 安 门 来 
解释 天 安 门 . 在 数学 上 ,这 种 现象 就 叫做 递归 . 递归 是 一 个 十 分 
重要 的 概念 . 在 数学 里 , 存 关 计算 的 许多 概念 都 要 涉及 递归 . 

数学 上 最 简单 的 用 递归 方法 来 计算 函数 值 的 例子 也 许 是 阶 
乘 了 .自然数 的 阶乘 nl! 定义 为 n! = 。(n 一 1)。(n 一 2)，，… 
“。 2。1. 如 果 用 fx) 来 表示 求 n! 的 函数 , 则 f(xn) 可 以 写 为 : 
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f(0)=1 
fn)=n* fn—1) n>0 
.这 表示 :为 了 要 知道 f(n) 的 值 ,一 般 地 说 , 需 先知 道 f(x 一 
1) 的 值 . 为 了 要 知道 f(x 一 1) 的 值 ,一 般 地 说 , 需 先知 道 f(x 一 
2) 的 值 ,……… ,一 直到 /C0) 的 值 , 即 1. 然后 再 一 步 步 地 按 上 边 的 
公式 倒 推 过 来 最 终 算出 An) 的 值 . 这 里 的 “一 般 地 说 ?相当 于 
“ 当 /的 变 元 大 于 0 时 ”. 
刚才 的 计算 方法 可 以 说 是 “个 退 着 ”做 的 ,从 x 退 到 一 1， 
从 ?一 1 退 到 一 2，……， . 如果 一 开始 就 把 计算 的 方向 反 过 来 : 
先 求 出 fC0) 的 值 ,再 由 fC0) 的 值 求 出 .Al17? 的 值 ,由 71) 的 值 
求 出 f(2) 的 值 ,…… ,这 在 数学 上 叫 递 推 . 
递 推 的 例子 有 很 多 ,例如 ,著名 的 菲 波 那 契 数 就 可 以 用 下 列 
递 推 公 式 计算 ; 
F(O)=1, FFGD)=1， 
Fln)=F(n1)+F(n—2), n>1, 
由 此 公式 ,我 们 算出 : 
F(2)=2, F(3)=3, F(4)==5, 
F(5)=8, 下 (6) 一 13，…… 
据说 , 菲 波 那 自 公式 是 在 推算 锡 于 繁衍 规律 时 得 到 的 . 
表面 上 看 来 ,似乎 递归 和 和 递 推 差 不 多 ,实际 上 是 不 一 样 的 . 
并 非 所 有 的 递归 都 能 表示 成 递 推 , 例如 本 节 一 开始 讲 的 天 安 门 - 
的 例子 ,车 表示 成 数学 形式 便 不 能 化 成 递 推 . 因为 这 种 递归 是 没 
有 解 的 . 但 是 ,有 解 的 递归 也 不 一 定 都 能 直接 表示 成 递 推 的 形 
式 ,例如 
f= 去 * fln--1D) (3. 3) 


有 一 个 解 (x) 三 0, 但 这 个 公式 并 未 给 出 递归 的 终点 ( 亦 即 递 推 
的 起 点 ), 所 以 不 能 看 成 是 递 推 公式 . 
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(3.1) 


(3. 2) 


在 数学 上 ,递归 是 一 个 非常 重要 、 非 常 基 本 的 概念 , 它 不 但 
定义 了 一 种 基本 的 计算 原则 ,而 且 给 为 什么 是 可 计算 的 划 定 了 
一 个 界线 . 递归 郑 数 理论 断言 说 :一 切 可 计算 的 函数 都 可 以 归结 
为 几 种 基本 的 递归 函数 的 组 合 . 在 这 里 ,首先 要 知道 的 是 所 谓 原 
始 递 归 函 数 .原始 递归 思 数 共有 三 个 ,我 们 暂且 认定 它 定义 在 整 
数 集 上 ,以 后 我 们 还 要 扩展 它 的 定义 域 . 

1. 后 继 函 数 ，， S(x)=z 十 1. 

2. 零 函 数 : N (zx) 三 0. (3.4) 

3. 单位 函数 : 7 (zz) 一 志 。 

在 这 三 种 原始 递归 函数 之 上 定义 了 两 类 基本 操作 . 第 一 类 
叫 函 数 复合 ,就 是 把 一 个 函数 放 到 另 一 个 函数 的 参 变 量 的 位 置 
上 . 例如 ,我 们 可 以 推 得 : . 

SC(S(S(z))) =z+3, 

UN(z), SCN (7x)))=1, 
等 等 , 一 般 的 写法 是 :如 果 已 知 f(z1,… ,zs) 是 原始 递归 函数 ， 
gl，…g* 也 是 原始 递 妇 欧 数 (为 清晰 起 见 , g; 的 诸 参 数 氏 省 
去 )， 则 Je ,gr) 也 是 一 个 原始 递归 函数 ， 可 以 把 它 写 成 
h(y1，"… ,ym) 的 形式 ,这 里 诸 y 物 成 的 集合 即 是 ，， “,g» 中 所 
有 参 变量 的 并 和 集 . 

在 原始 递归 函数 十 定 义 的 第 二 类 操作 叫 原 始 递 归 ; 就 是 用 
类 似 于 前 面 所 说 的 递 推 的 办 法 来 定义 新 的 原始 递归 函数 . 我 们 
以 前 面 讲 过 的 阶乘 函数 为 例子 ,看 看 它 是 如 何 通过 原始 递归 的 
方式 定义 的 ,把 阶乘 函数 改写 为 如 下 形式 : 

f(0)=1, 
f(n+1)=mul(S (n), fn)), n 宕 0 (3.5) 
在 这 里 ,S (xn) 是 前 面 已 定义 过 的 一 个 原始 递归 函数 . mul 是 一 个 
新 函数 ,表示 乘法 . mul (z,y)=z。y 我 们 只 要 证 明 mul 是 原始 
se 9。 


递归 函数 , 那 末 ,上 面 的 式 子 就 可 看 成 是 以 已 知 的 原始 递归 函数 
按 递 推 方式 定义 新 的 原始 递归 函数 的 一 种 表示 方法 . mul 可 以 


写成 如 下 形式 : 
mul(0,y) 一 0， 


mul(z1,y)=add(mul(z,y),y). (3.6) 
这 里 add 是 加 法 函数 ,add(z,y)==z 十 y. 于 是 ,问题 又 归结 为 考 
察 是 否 可 以 用 已 知 的 原始 递归 函数 以 递 推 方式 定义 函数 add. 
为 此 ,我 们 把 add 写成 如 下 形式 : 
add(0,y) 一 y， 
(3.7) 
add(z++1,y)=S(add(z,y)). 
5 是 已 知 的 原始 递归 函数 ,这 里 再 没有 新 的 函数 ,问题 解决 了 . 
至 此 ,我 们 用 例子 解释 了 什么 是 原始 递归 操作 . 现在 用 形式 化 的 
方法 来 总 结 一 下 . 一 个 应 数 h(zi,… ,zx,) 称 为 是 可 以 用 原始 递 
归 方 式 定义 的 ,如 果 存 在 已 知 的 原始 递归 函数 f(x,,…,z,) 和 
ET Ys Ta ze) 使 得 下 列 两 式 成 立 : 
h(0, zs 9 Za) 一 三 (zz 9 Ta) $ 
(3. 8) 


h(zi+l1,7; 9 9 Ta) EX sh (Xi Ta) Tes ,Tn ) 
作为 一 个 练习 ,我 们 邀请 读者 把 上 面 的 阶乘 ,乘法 ,加 法 三 


个 函数 再 严格 地 用 这 个 形式 写 一 遍 . 请 注意 ,用 S,N 和 UU 三 个 
基本 的 原始 递归 函数 为 出 发 点 ,反复 施行 各 种 可 能 的 复合 操作 
和 原始 递归 操作 ,其 结果 就 是 全 体 原始 递归 函数 类 . 

原始 递归 函数 类 的 构造 方法 虽然 简单 , 却 不 能 小 看 了 它 . 人 
们 在 日 常 计算 中 用 到 的 函数 ,几乎 都 可 以 归 入 这 个 类 . 那 末 ,有 
没有 不 是 原始 递归 函数 ,但 却 可 以 用 递归 方法 计算 的 函数 呢 ? 有 
的 ,这 就 是 由 希 尔 伯 特 的 学 生 阿 克 曼 构造 的 函数 ,人 称 阿 克 曼 
(Ackermann) 函 数 , 该 函数 的 定义 如 下 ，; 
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A(0,n)=n 二 1, 

ACm,0)= A(m—1,1), . (3. 9) 

Alm,n)=A(m—1,A(m,n— 1)). 
这 个 函数 的 特点 是 有 两 重 递 归 , 因 此 它 的 值 增长 非常 之 快 , 让 我 
们 来 计算 几 个 值 . 

A(l,n)=A(O0, A(l,n—1))=A(l,n—1)++1, 
由 此 可 直接 得 到 ， 

4 一 4(01,0) 十 mn 一 40,1) 十 mm 

一 7 十 2， 

阿 克 芭 函数 的 两 个 变 元 不 是 对 称 的 ,第 一 个 变 元 比 起 第 二 个 变 
元 来 ,对 函数 值 的 增长 起 的 作用 更 大 . 为 此 我 们 只 需 看 一 下 它 的 


开头 儿 个 值 : 
A(2,n)=2n++3, 


A(3,n)=2"+:—3, (3. 10) 
A(4sn) =2 "13—3, 
例如 ,4C(4,1) 二 2” 一 3， 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 推导 一 下 上 面 
这 几 个 式 子 . | 
定理 3.1 阿 克 曼 沙 数 不 是 原始 递归 函数 . 
证 :作为 第 一 步 , 先 证 明 阿 克 曼 函 数 对 两 个 变 元 都 是 单调 弟 
增 的 . 这 一 步 叉 分 成 如 下 几 个 小 步 : 
1. 证 明 ACQm,n)>n. (3. 11) 
对 m 用 归纳 法 . 当 m=0 时 此 结论 成 立 ,因为 根据 定义 有 
A(0,n)=nt 12>n. 
现 设 此 结论 对 某 个 m 成 立 ,我 们 对 x 施行 归纳 法 . 当 n=0 
时 结论 为 真 ,因为 由 定义 及 归纳 假设 知 
ACm+1,0)=: A(m,1)>1>0. 
现 设 此 结论 对 某 个 成立, 则 
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4(m 十 1,2 十 1) 一 4(m ,4(m 十 1,2)) 
>A(m+1,n)>n, 
因此 得 到 A《m 十 15n 十 1) 之 n 十 1. 
2. 证 明 ACm,n 十 1) 之 Alm,n). (3, 12) 
对 m 用 归纳 法 , 当 m= 二 0 时 结论 成 立 , 因 为 
A(C0,n+1)=n+2>n+1=A(0,n). 
现 设 此 结论 对 某 个 m 成 立 , 利 用 定义 及 上 面 的 结果 有 
Al(m+t+1,nt1)=A(m, A(m+t+1,n)) 


下 


>A(m+t1,n). 
归纳 法 得 证 . 
3. 由 此 立 得 ;对 mn2, 有 
Alm,ni)> Alm,ns). (3.13) 
4. 证 明 
A(m 十 1,n) 之 ACm,n 十 1). (3.14) 


对 用 归纳 法 , 当 n=0 时 结论 为 真 ,因为 
A(m+1,0)= A(Cm,1). : 
现 设 此 结论 对 某 个 为 真 ,利用 定义 及 上 面 的 结果 有 
Alm+t1snt1)=A(m, AC(m+1,n)) 
宇 ACm,A(lm,n 十 1)) 之 Al(m,n 二 2). 
归纳 得 证 . 
5. 证 明 
Alm,n)>m. (3.15) 
反复 利用 刚才 的 结果 ,可 以 证 明 
A(m,n) 之 A(0,m+n)=m++n+l1>m. 
6. 证 明 对 wj 放 ms, 有 
Alm,7n)> A(m, ,n). (3. 16) 
设 mm 一 ms 一 4 之 0, 重 复 次 利用 上 面 的 结论 得 
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ACmisn)A(mz 2 十 R) Am n), 
至 此 , 阿 克 曼 函数 对 两 个 变 元 的 单调 递增 性 已 全 部 得 到 证 
明 . 
现在 做 第 二 步 . 
要 证 明 对 于 任意 的 原始 递归 函数 f(z zz，…z), 有 一 仅 
依赖 于 了 的 常数 M, 使 对 所 有 的 zi,xs，… ,xs 有 
Jrzizayza< LOM max(Criyzzyzo)). (3.17) 
1. 首 先 ,证 明 它 对 渤 个 基本 的 原始 递归 函数 成 立 . 我 们 有 : 
oz) 一 z 十 1]<xz 十 2 一 4(1,z)， 
NGCz) 一 0<7z 十 2 一 4(1,z)， 
CCzi ai<CXi 十 2 一 4(1z) 
A(l,max(zis sz)). 
最 后 一 步 是 根据 第 二 个 变 元 的 单调 性 . 
2. 其 次 ,证 明 它 若 对 于 某 几 个 原始 递归 函数 成 立 的 话 , 则 对 
于 通过 在 这 几 个 函数 上 实行 两 类 基本 操作 后 所 得 的 原始 递归 函 
数 也 成 立 . 
第 一 类 基本 操作 龙 琅 数 复 合 , 设 有 
h=f(gi Bm), 
其 中 了 和 诸 g; 都 是 原始 递归 函数 ,无 妨 和 假设 诸 g; 有 相同 的 变 
元 x1;Zx2，""* ,2 根据 由 纳 假设 ,存在 个 常数 MM;, 使 
iC Ta LAM max ts Te,)) 
对 所 有 i 成 立 , 这 可 以 改写 为 ; 
Bi Ti Tn) LACM ,max (zr, sx,) ), 
其 中 M= 二 max GM,*… ). 
于 是 ,对 了 可 作 下 州 推导 : 
gz Ta) Bm Tl sn )) 
<ACM max(gi, ,gm)) 
。23。 


<<4(Mo ,4CM,max(rz…zno))) 

ZACM' ,ACM' 十 1,max(zi，…， zs))) 

二 ACM’' 十 1,max(ziy yzo) 十 1) 

ACM’' 十 2,max(zi Zoo)) 
其 中 M' 一 max (Mo,M). 上 面 每 一 步 推导 都 可 以 在 前 面 已 证 的 
结论 中 找到 根据 . 

第 二 类 基本 操作 是 原始 递归 . 设 有 
产 (0,7z，… Za) 一 (zyTo)， 
h(zitl yrs Ts) gr hr Ts) zz Zo)， 

其 中 了 和 8 都 是 原始 递归 函数 . 且 有 
fxes Ts) < AM max(z…yzo))， 
gy19 94929T29 °° , Ta) LACM,, maxyis ye Tas ,Xs) ). 
令 Ms 二 max (M1 ,M2) 十 3, 然 后 分 几 个 小 步 来 证 明 , 其 中 以 
Zz 人 代 max (zi ,*… ,7,). 

1. 证 明 hCziy***)z) 过 ACMs 一 2,Z 十 x1)。 

对 施行 归纳 法 , 当 x 二 0 时 结论 为 真 .因为 
A(0s729°° I ) LAM -TIAM, —2,7). 

设 此 结论 对 划 合 r 为 囊 , 则 它 对 zi 十 1 也 为 真 ,因为 
hz lz Te) =—=g Th Ts Tn) 9 Ta Ta) 
<ACMs max (rishlris ,Ts) ,7)) 
<ACMs—3,A(M;—2,z+z1)) 

一 4(CM: 一 2,z 十 二 十 1). 

因此 ,根据 式 (3. 18) 可 以 推 得 ; 
h(xzis Ts) ACM;—2,7+71) 

SAM—2, 2° max(z,z1)) 
ACMs,maxCr,r)) = ACM,, max ri, ,x,)) 
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现在 我 们 补 证 (3. 18), 对 实行 归纳 . 
当 w=0 时 断言 成 立 , 因 为 ACm 十 2,0)>>Alm,0). 
现 设 (3. 18) 对 某 个 成立 ; 
A(m+2,n)>A(lm,2n), (3. 18) 
根据 定义 及 归纳 假设 
A(m++2,n 二 1)==A(m 二 1,A(m+2,n)) 
>A(m+1,A(m,2n)) 之 AC(m,A(lm, 2n)+1) 
之 4(m ,2z 十 2)， . 
现在 做 第 三 步 . 要 证 明 阿 克 曼 函数 不 具备 上 面 讲 的 原始 递 。 
归 函 数 的 那 种 特殊 性 质 ,用 反 证 法 . 如 果 阿 克 曼 函数 是 原始 递归 
函数 , 则 必 有 常数 MM, 使 
A(zr,y}=ACMH ,max (rz,y)). 
特别 地 ,我 们 可 以 令 x=y=MM， 于 是 得 到 
ACM,M)<A(M,M). 
这 是 一 个 矛盾 的 式 子 . 这 表明 ， 阿 克 坚 函数 不 可 能 是 原始 递归 函 
数 .证 毕 . 
尽管 阿 克 曼 函数 的 值 随 变 元 信 ( 克 其 是 第 一 个 变 元 值 ) 的 上 
升 而 增长 很 快 ,但 它 毕 竟 是 有 简明 的 递 推 公式 可 以 遵循 的 能 行 
可 计算 函数 . 上 面 的 定理 表明 , 阿 克 曼 函数 不 属于 原始 递归 函数 
类 . 就 是 说 ,原始 递归 函数 类 不 能 概括 所 有 的 能 行 可 计算 函数 ， 
为 此 ,必须 对 原始 递归 函数 类 加 以 扩充 . 
人 们 找到 了 扩充 原始 递归 函数 类 的 途径 , 它 借助 于 一 种 新 
的 操作 , 叫 上 操作 ,定义 如 下 ; 
设 Fo zi…yzo) 是 一 个 函数 , 式 子 
hz s Ta) = yf yrs Ta) - (3. 19) 
定义 了 一 个 新 的 函数 ,对 每 一 组 具体 的 变 元 值 (a1，…,a,),h 
的 函数 值 是 使 f(y,al,… ,a,) = 二 0 的 最 小 的 y 值 . 如 果 这 样 的 值 
。25 。 


不 存在 , 则 令 有 在 (ai,… ,a,) 处 无 定义 ,由 于 这 个 含义 ,x 操作 也 
称 为 极 小 化 操作 ,在 式 C3.19) 中 出 现 的 py 算 子 称 为 极 小 化 算 
子 . 

例如 , 令 jy,z)=:z 一 风 , 则 通过 式 (3. 19) 定 义 的 函数 h(xz) 
有 如 下 性 质 : 它 在 zx=x? 处 (x 二 0,1,2,…) 之 值 为 nn, 而 在 其 余 
地 方 没 有 定义 . . 

经 如 此 扩充 以 后 的 函数 类 称 为 y 递归 函数 类 ,又 称 部 分 递 
妇 函 数 类 (因为 它 不 一 定 处 处 有 定义 ). 如 果 免 去 细节 ,yp 递归 函 
数 可 以 定义 如 下 : 

1. 一 切 原始 递归 函数 都 是 y 递归 函数 . 

2. 对 递归 函数 实施 函数 复合 操作 ， 原始 递归 操作 和 极 小 
化 操作 (jp 操作) 后 得 到 的 仍 是 “递归 函数 . 

处 处 有 定义 的 递归 函数 (部 分 递归 函数 ) 称 为 全 递归 函 
数 . 可 以 证 明 如 下 定理 : 

定理 3.2 阿 克 曼 联 数 是 全 递归 函数 ; 

那 末 ,w 递归 函数 和 图 灵机 的 关系 如 何 呢 ? 可 以 证 明 ,mw 递 
归 哨 数 恰好 就 是 图 灵机 可 计算 的 函数 .这 可 以 分 成 如 下 两 个 定 
理 : . ， 
定理 3.3 递归 函数 一 定 是 图 灵机 可 计算 的 函数 . 
证 明 大 意 如 下 ;首先 证 明 三 个 基本 的 原始 递归 函数 (S、N 
和 Ui) 是 图 灵机 可 计算 的 , 这 比较 简单 , 其 次 证 明 : 把 函数 复合 
操作 ,原始 递归 操作 和 极 小 化 操作 施行 于 图 灵机 可 计算 的 函数 ， 
所 得 到 的 新 函数 仍然 是 图 灵机 可 计算 的 . 与 这 三 种 操作 相应 的 
证 明 是 类 似 的 ,我 们 举 其 中 的 原始 递归 操作 为 例 予 以 说 明 . 假设 
函数 有 通过 式 (3. 8) 定 义 ,并 已 知 /和 g 都 是 图 灵机 可 计算 的 ， 
则 计算 Cw 十 1;zi,… ,zs) 的 图 灵机 可 设计 如 下 :用 z 表 示 数 工 
在 图 灵机 上 的 表示 (参见 前 章 的 例子 ) ,用 xz-, 表 示 图 灵机 上 的 
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数据 zz0 x30…0 xz,, 其 中 0 是 图 灵机 上 的 空白 符号 . 该 图 灵机 的 
算法 是 :对 初始 数据 
2 十 10 zz _， 
进行 加 工 : 复 制 zi 十 1 份 z:-,, 与 原来 的 zx,_, 连 在 一 起 ,并 把 
五 十 改造 为 数据 石 0 五 二 TI0…0 了 0 0, 放 在 所 有 zs_, 的 左面 . 形 
成 如 下 局 面 : 
X10 Zi1—10*%010 00 xz, 0 0. 
x1 十 2 份 
用 最 左面 的 rz ,计算 f(x，,… ,zx,) , 它 等 于 有 (0,zi,*… ,zx,)， 
用 hC0,zz，… ,Zz ) 取 代 这 个 x;_, 在 图 灵机 上 的 位 置 ,得 到 
Ti0 x1—10.%…0 10 00 h(O0s ra Ts) 0 Ts, O00T2_,. 
zl 十 1 份 
用 0,hC0,z2，…,Z.) 及 最 左面 的 xz, 计算 g (0,h(0,x,,…， 
Zz) T2399Ta) ,得 到 且 (1 ,zy，… ,xz,) ,又 用 有 Cl,xs,… sz,) 取 代 
上 述 三 个 数据 在 图 灵机 上 的 位 置 , 得 到 
X10 T110010h(, rs 7)0 en 0…0zz 
zl 份 
如 此 反复 下 去 ,最 终 即 可 求 出 (zi 十 1,zzyzs，yzo), 这 里 
假定 f 和 g 都 是 全 函数 ， 
对 部 分 函数 证 法 类 似 . 
定理 3.4 图 灵机 可 计算 的 函数 一 定 是 w 递归 函数 . 
这 个 定理 证 明 比较 复杂 ,要 使 用 一 些 特殊 的 技术 , 故 不 再 列 
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第 四 章 4 演 算 


一 一 这 才 是 严格 的 函数 运算 


函数 的 概念 是 大 家 很 熟悉 的 ,可 是 在 熟悉 函数 概念 的 人 中 

间 , 大 概 有 相当 一 部 份 并 未 注意 到 传统 的 函数 表示 法 的 缺陷 . 为 
了 说 明 这 种 缺陷 ,让 我 们 来 看 一 些 例子 . 在 式 子 

y 一 妈 十 2z 十 1 (4.1) 
中 ,可 以 把 y 看 作 是 x 的 函数 ， 但 y 真 的 是 < 的 函数 吗 ? 这 取决 
于 该 函数 原来 的 定义 ,这 种 定义 不 一 定 是 唯一 的 . 例如 

f(z)=z’ 二 22 十 1， 

ECz) 一 三 ， 
就 是 两 种 可 能 的 定义 ,于 是 ,有 可 能 是 ?一 A(z), 也 有 可 能 是 y 
二 g(xz 十 1). 在 后 一 种 情况 下 ,y 实际 上 是 z 十 1 的 函数 . 为 什么 
会 出 现 这 种 混淆 呢 ? 首先 是 因为 传统 的 函数 表示 法 或 者 不 显 式 
指出 函数 的 自 变量 (如 式 子 (4. 1)) ,或 者 把 自 变量 的 说 明和 函数 
体 分 开 ( 如 式 子 (4. 2)) ,其 次 是 因为 传统 的 函数 表示 法 对 函数 的 
定义 和 函数 的 应 用 不 加 严格 区 分 . 例如 x? 十 2z 十 1 既 可 以 看 成 
是 函数 (x) 的 定义 ,又 可 以 看 成 是 函数 g(x) 对 变量 值 zx 十 1 的 
应 用 (以 x 十 1 代入 自 变量 z 中 ) ,实际 上 ,定义 和 应 用 在 概念 上 
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(4. 2) 


a 下 


是 有 很 大 区 别 的 . 

问题 还 不 止 于 此 . 在 多 个 变量 的 情况 下 ， 我 们 会 遇 到 更 多 

的 麻烦 . 例如 

f(zyys7)=zx+y zx’, (4. 3) 
是 一 个 三 变量 函数 . 若 把 它 应 用 于 值 三 元 组 (1,2,3) ,请问 这 三 
个 值 分 别 对 应 于 哪 三 个 自 变量 呢 ? 我 们 在 这 里 有 意 地 颠倒 等 式 
两 边 变量 名 出 现 的 次 序 ,为 的 是 防止 有 的 读者 误 认为 把 三 个 值 
顺序 代入 三 个 变量 就 行 了 . 当然 你 可 以 像 许多 人 所 做 的 那样 ,用 
语言 来 表达 你 想 要 的 对 应 方式 ,如 :“z 用 1 代入 ,y 用 3 代入 4 
用 2 代入 ”之 类 .但 这 是 语言 ,是 非 形式 的 , 它 不 是 公式 ,不 是 符 
号 ,不 能 用 来 作 数学 推演 . 

上 面 的 函数 还 有 另 一 个 问题 ,如 果 我 们 把 它 改 写 为 : 

wu 二 十 y: 十 z'， (4. 4) 
则 也 可 以 把 z 和 y 看 作 参 变量 ,而 仅 把 z 看 作 自 变量 . 这 样 ,对 
于 x 和 yy 的 每 一 对 具体 值 ( 例 如 z= 二 1,y==2) ,可 以 相应 地 得 到 
一 个 z 的 函数 .于 是 ,我 们 可 以 把 w 看 成 是 这 样 的 函数 ; 它 的 定 
义 域 为 整数 对 ,而 它 的 值 域 是 z 的 函数 . 这 就 跟 一 般 的 函数 很 不 
一 样 了 .更 有 其 者 ,我 们 还 可 以 令 z 和 y 是 定义 在 z 变量 上 的 函 
数 (例如 z 二 z*，y 一 2z) ,这样 ,w 又 成 了 以 = 的 函 教 对 为 定义 域 ， 
又 以 = 的 函数 为 值 域 的 一 个 函数 . 这 样 的 函数 在 数学 上 称 为 高 
阶 函 数 ,或 称 泛 函 . 当然 ,我 们 完全 可 以 换 一 种 观点 ,例如 把 看 
作 参 变量 ,而 把 z 和 y 看 作 自 变量 ,于 是 又 得 到 对 xz 的 一 种 新 的 
函数 解释 . 这 种 在 函数 结构 层次 上 的 变化 ,用 传统 的 函数 表示 方 
法 是 难以 写 清 楚 的 . 

为 了 解决 这 些 问 题 , 以 丘 奇 为 代表 的 一 些 数 学 家 研究 了 函 
数 的 4 表示 法 ,以 及 建立 在 1 表示 法 基础 之 上 的 1 演算 , 这 种 下 
示 法 能 统一 处 理 各 种 值 域 ,对 函数 和 其 它 类 型 的 值 一 视 同 仁 , 所 
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以 在 表示 法 中 不 再 区 分 函数 和 泛 函 这 两 个 概念 . 它 的 基本 形 
式 是 : 


A《 变 元 ). (表达 式 》 | (4. 5) 
用 这 种 方法 表示 的 函数 叫 4 表达 式 . 如 
Az, x 十 1 . (4.6) 


就 是 一 个 4 表达 式 , 其 中 显 式 地 指出 了 z 是 变 元 . 把 4 表达 式 应 
用 于 具体 的 变 元 值 时 ( 按 通 常 的 说 法 :把 具体 的 值 代入 函数 变 元 
时 ), 用 一 对 括号 把 4 表达 式 括 起 来 ,而 把 变 元 值 置 于 括号 对 之 
后 . 例如 若 取 变 元 z 的 值 为 1, 则 按 上 述 规则 可 以 写 为 : 


(ar. 7 十 1)1. 
其 计算 方法 是 把 变 元 值 代 入 表达 式 中 的 变 元 ,去 掉 前 面 的 改变 
元 ) ,并 按 通常 方式 计算 此 表达 式 . 在 上 例 中 : + 


(Ciz. 刀 十 1)1 一 十 1 一 2. 
变 元 可 以 有 多 不 ,此 时 应 按 某 种 确定 的 顺序 排列 ， 例如 : 
AZ. Ay. 7'+Yy: (4.7) 
就 是 两 个 变 元 的 4 表达 式 ,把 它 作用 于 变 元 值 <=1,y= 一 2 时 ,得 
CAr. Ay. Ty )1)2 
= (Ay, 1+y)2=5. 
注意 计算 的 顺序 是 辕 定 的 ,采取 由 里 层 到 外 层 的 一 层 层 “ 归 
约 ” 的 方法 , 决 不 会 发 生前 面 所 说 的 变 元 值 与 变 元 的 对 应 含混 不 
清 的 问题 . 此 外 还 可 以 看 出 表示 法 的 一 个 优点 :函数 的 值 可 以 
又 是 一 个 函数 ,而 且 是 显 式 地 表示 出 来 的 ,因为 如 果 我 们 只 把 前 
面 的 4 表达 式 应 用 于 变 元 值 1, 则 
Ax. Ay. Ty) =Ay. 了 十 好， 
这 是 通常 意义 上 y 的 一 个 函数 ,这 说 明 , 用 4 表示 法 可 以 体现 函 
数 的 层次 关系 . 
改变 变 元 的 次 序 会 影响 函数 应 用 的 值 ,如 
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CAy. Ar. T+ y)1)2= (Ar. T+1)2=9, 
在 注意 到 这 一 点 的 前 提 下 ,可 以 在 多 变 元 4 表达 式 中 只 留 一 个 


而 把 (4. 7) 式 写成 


Azy Xx’ yi. (4. 8) 

注意 这 只 是 一 种 简写 ,含意 未 变 , 它 的 内 层 依 旧 是 Ay. x 十 
yr. 在 这 个 子 4 表达 式 中 , 变 元 x 未 在 部 分 出 现 , 它 有 什么 意 
义 呢 ? 它 叫 做 该 子 表达 式 的 自由 变 元 . 前 在 4 部 分 出 现 的 变 
元 ,如 y, 则 叫做 约束 变 元 . 注意 自由 和 约束 是 相对 的 ,z 对 于 式 
(4. 8) 的 4 表达 式 来 说 ,依然 是 约束 变 元 . 

自由 变 元 和 约束 变 元 的 相对 性 还 有 另 一 层 含义 . 在 另 一 个 
人 表达 式 

Xr. z+ (4. 9) 

中 ,zx 和 y 的 身份 交换 了 一 下 .z+ 成 了 约 东 变 元 ,而 y 成 了 自由 
变 元 ,但 函数 体 xz? 十 y* 并 没有 改变 . 由 此 可 见 ,不同 的 4 首部 能 
对 函数 体 中 的 变 元 赋 平 不 同 的 含义 . 因此 ,人 们 把 这 种 在 表达 式 
前 加 上 2 首部 的 操作 ,叫做 4 抽象 ,是 4 表示 法 中 的 一 个 基本 概 

必须 说 明 , 抽象 只 能 把 表达 式 中 的 自由 变 元 变 成 约束 变 
元 ,而 不 能 反 过 来 ,并 且 在 同一 个 4 表达 式 中 可 能 同一 个 变 元 的 
某 些 出 现 是 被 约束 的 ,如 zaz. xz 中 最 后 的 x, 而 另 一 些 出 现 是 自 
由 的 ,如 其 中 的 第 一 个 x. 

下 面 ,我 们 要 进入 形式 化 的 讨论 ,首先 ,让 我 们 来 定义 一 个 
形式 的 4 演算 系统 . 一 个 这 样 的 系统 由 下 列 五 部 分 组 成 ， 

1. 由 变 元 组 成 的 无 穷 集合 V. 

2. 由 常量 组 成 的 集合 C, 集 合 V 和 集合 C 中 的 元 素 统称 为 
原子 ， 

3. 由 四 个 特殊 符号 :1,，,，(，) 组 成 的 集合 5S. 它们 在 形式 
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系统 中 通常 称 为 组 合 符 . 集 合 Y.C 和 5S 两 两 不 相交 ， 

4. 以 V.C 和 S 三 集合 中 元 素 为 语法 元 的 一 组 语法 公式 . 

5. 一 组 转换 规则 

我 们 在 前 面 已 举 过 不 少 4 表达 式 的 例子 ,这 里 就 不 再 列 出 
它 的 语法 公式 了 ,只 是 非 形式 地 作 如 下 的 说 明 :不论 是 有 4 首部 
或 没有 4 首部 的 表达 式 ,一 律 称 为 表达 式 . 而 作为 一 个 形式 化 
系统 中 的 表达 式 , 它 不 再 含有 前 面 用 这 的 十 、 一 、X 等 各 种 算术 
运算 符 . 因为 在 形式 化 系统 中 ,一切 未 用 形式 方法 说 明 其 含义 的 
符号 都 是 禁止 使 用 的 . 在 一 个 形式 化 的 4 系统 中 ,只 有 两 种 表达 
式 ,一 种 是 原子 , 另 一 种 是 某 个 4 表达 式 对 某 个 原子 的 应 用 . 至 
于 原子 , 则 除了 前 面 提 到 的 变 元 和 常量 是 原子 外 ,用 一 对 括号 括 
起 的 4 表达 式 也 叫 原 子 . 注意 我 们 在 说 明 4 表达 式 的 语法 时 用 
了 递归 的 方法 . . 

现在 举 一 些 形式 系统 中 4 表达 式 的 例子 :zye, (y), zy， 
(abcryz) ,rab) Cyz)cs Ar, ys Ar. I, Ar. Ar TT YT Ar. 2), (ALz， 
》) C4y. xz) Chz. 工 ) 等 等 都 是 合 平定 义 的 4 表达 式 .读者 可 根据 前 
面 的 定义 自行 验证 . 注意 我 们 -~ 般 用 z、y、z 等 表示 变 元 ,而 用 
a.b.c 等 表示 常量 . 不 难看 出 ,任何 一 个 复杂 的 4 表达 式 ,都 是 用 
三 种 基本 的 粘 合剂 :4 抽象 ,应 用 和 括号 , 粘 合 而 成 的 ,其 中 应 用 
的 次 序 取 左 结合 ,如 abc:= (a (6))c 而 不 等 于 z(2(c)) ,结合 律 在 
此 不 成 立 . 

为 了 说 明 转 换 规则 , 沉 先 说 明 什么 叫 置 换 . 置换 在 4 演算 中 
有 着 特别 重要 的 意义 . 它 的 定义 是 这 样 的 : 令 z 是 变 元 ,M 和 NN 
是 表达 式 , 则 置换 [LN/zx,MD 表 示 用 N 代替 工 在 M 中 的 所 有 自 
由 出 现 . 置换 所 得 的 结果 是 ， 

1.MW ,者 z 不 在 M 中 自由 出 现 . 

2.N, 若 M==z. 
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3. [LN/z ,ZICN/zR], 若 M=LR, 这 里 了 和 尺 都 是 表达 
式 . 

4. (CN/z,P)), 若 M=(P). 

5.4y. [NAz ,天 ], 若 M 王 ay 天 ,zz 天 yy 不 在 N 中 自由 出 
现 ,KK 是 表达 式 . 

6. Xz. CN/zs[z/ysKJ,y 车 MM=hy.K， zy，y 在 N 中 
自由 出 现 ,z 了 xz， z 不 在 MM 或 N 中 出 现 . : 

在 这 六 条 规定 中 ,只 有 第 5 和 第 6 条 需要 一 点 解释 . 在 第 5 
条 中 ,如 果 y 在 中 自由 出 现 , 则 将 得 到 完全 无 意义 的 结果 , 例 
如 实行 置换 Cy/z,4y. 7) 的 结果 将 得 到 ly. y, 这 是 恒 等 函数 , 因 
为 对 任何 a 均 有 

(4y. y)a=a, 

这 不 是 置换 原来 所 要 达到 的 目的 . 那么 ,如 果 y 在 入 中 自由 出 
现 该 如 何 办 呢 ? 第 6 条 规定 是 对 这 种 情况 的 一 个 补充 , 它 提出 了 
一 种 “ 换 名 ”的 办 法 ,因为 在 上 面 的 例子 中 ,y/z 中 的 > 和 ay.z 
中 的 y 本 来 没有 任何 关系 . 由 于 在 1y.z 的 z 中 并 无 y 出 现 ,所 
以 把 它 写成 4y. 工 或 心 .z 是 完全 一 样 的 ,这 里 的 z 是 随便 换 一 
个 名 字 . 如 果 我 们 把 它 写 成 z. z, 那 么 直接 进行 置换 就 无 问题 

结果 为 ie. y. 对 于 复杂 一 点 的 情况 ,例如 置换 [Cy/z, Ay. 
(zy)], 则 可 以 把 待 置换 表达 式 中 的 y 一 齐 换 名 ,例如 把 4y. 
(zy) 换 成 iz. (zxz), 然 后 得 置 换 成 hz. (yz). 

下 面 , 我 们 要 进入 1 演算 的 演算 部 份 了 . 它 以 转换 规则 的 形 
式 出 现 ,而 转换 的 基础 又 是 上 面 所 说 的 置换 ,这 些 转 换 都 是 可 道 
.第 一 种 转换 叫 a 转换 ,实际 上 是 一 种 换 名 ,我 们 刚才 已 用 过 
了 . 设 iz. M 是 一 个 4 表达 式 , 则 a 转换 就 是 把 这 个 4 表达 式 变 
为 Ay. N, 其 中 y 隆 xz,» 不 在 M 中 自由 出 现 , 并 且 N= Cy/zx， 
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Mj, 即 NN 通过 把 M 中 所 有 >z 的 自由 出 现代 之 以 > 而 得 到 . 注 
意 , 这 里 的 “自由 ?是 相对 于 M 而 言 的 ,不 是 相对 于 hz. M 而 言 
的 ,今后 ,我 们 用 4 一 -~B 表示 由 2 表达 式 4 经 过 a 转换 得 到 4 . 
表达 式 B. 例如 ， 
Az. Ty (Ar. XI) Az. zZy(Ax. 7X), 
Az. TY Ar. TI) > XYy (Mz, z)， 
第 一 个 例子 以 zy(4z. zx) 为 M, 其 中 前 面 的 xz 是 自由 出 现 ,因而 
和 首部 的 z 一 起 换 成 了 z. 后 面 的 z 是 约束 出 现 , 不 换 . 第 二 
个 例子 以 子 4 表 达 式 4z.z 中 的 zz 为 M, 它 是 自由 的 ,因此 换 成 
了 zx, 外面 的 z 与 此 无 关 ,不 换 . 
第 二 种 转换 叫 8 转换 ,实际 上 就 是 实施 函数 应 用 . 设 Az. M 
和 为 任意 的 4 表达 式 , 则 把 4z. M 应 用 于 NN 称 为 -8 转换 , 形 
式 为 ， 
QMWN CN/z, MD). ao 
下 面 是 几 个 8 转换 的 例子 : 
Ax. Vy, 
(Az. I rye, 
Az. (Ay. yr)z)t ay. YE)z 一 他 
有 时 要 首先 用 a 转换 解决 变量 名 冲突 ,然后 再 实施 正常 的 
0 转换, 例如: 
(AMAz. (Ay. 3Z)z)3 一 (MAz. (NE tr)z)y 
一 一 3 ty)z 一 2 


第 三 种 转换 叫 7 转换， 也 称 为 外 延 转换 . 设 Mz.Mz 是 4 表 
达 式 ,zx 不 在 M 中 自由 出 现 , 则 转换 : 
Mr.Mz 一 (4. 11) 
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称 为 7 转换 , 作 7 转换 的 理由 是 :对 任何 一 个 表达 式 N, 均 有 ( 因 
为 M 中 没有 z 的 自由 出 现 ) : 
(CAz dz)N 一 WAN (4. 12) 

就 是 说 ,由 于 4x. Mz 和 MM 应 用 于 任意 变 元 值 均 得 相同 结果 ,我 
们 把 x. Mz 和 M 在 7 转换 的 意义 下 看 成 是 同一 个 4 表达 式 . 
通常 ,一 个 函数 可 按 内 痛 或 外 延 方式 定义 . 函数 的 结构 和 特性 决 
定 了 它 的 内 涵 , 函 数值 和 变 元 值 的 对 应 则 是 它 的 外 延 . 两 个 函数 
在 什么 情况 下 视 为 相 癌 ?是 仅 凭 它们 的 处 延 ,还 是 应 根据 它们 的 
内 涵 来 定 ? 这 在 不 同 的 系统 中 有 不 同 的 规定 .7 转换 在 4 演算 中 
引进 了 一 种 特殊 的 外 延性 ,为 达到 更 一 般 的 外 延性 ,我 们 还 需要 
新 的 转换 ， 

第 四 种 转换 叫 转换 ,也 称 抽 象 转 换 . 设 MM 入 为 4 表达 
式 , 且 有 


MY (4. 13》 
成 立 , 则 下 列 形式 的 转换 称 为 4 转换 
dr. M 一 4， N. (4.14) 


这 里 一 5 祈 表 示 它 的 左边 可 通过 适当 选择 QB,7 转换 而 变 成 右 


第 五 种 转换 叫 《 转换 ,也 叫 广义 外 延 转换 , 设 M 和 NN 是 4 
表达 式 ,xz 不 在 MM 入 中 自由 出 现 . 如 果 人 允许 € 转 换 , 且 有 


Mr 7 NT (4. 15) 
成 立 , 则 有 
MN (4.16) 


它 的 意思 是 :即使 两 个 4 表达 式 应 用 于 相同 的 变 元 值 不 一 定 得 

到 相同 的 结果 ,但 在 a、8 和 ?转换 的 意义 下 是 相同 的 结果 , 则 可 

以 认为 此 两 个 4 表达 式 的 广义 外 延 相 周 , 因 而 在 了 转换 下 被 认 
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为 是 同一 个 4 表达 式 . 

以 上 讲 的 这 些 转换 ,并 不 是 每 个 人 演算 系统 都 全 部 允许 的 ， 
也 不 是 各 种 演算 系统 所 允许 的 转换 都 已 包括 在 内 . 由 于 允许 
转换 的 种 类 多 少 不 同 ,各 系统 的 功能 强 弱 也 不 同 ,得 到 的 理论 结 
果 也 不 一 样 ,因此 ,在 进行 讨论 时 ,往往 要 说 明 是 “在 允许 哪 几 种 
转换 的 前 提 下 ”. 打 个 比方 ,在 几何 学 中 ,允许 直角 座 标 变换 的 是 
欧 氏 几何 ,允许 仿 射 变 换 的 是 仿 射 几何 ,允许 射影 变换 的 是 射影 
几何 ,等 等 . 在 这 里 ,a 转换 属 各 系统 公有 , 毋 需 指出 ,其 它 均 需 
* 指 明 ,. 如 B77 演算 表示 允许 8 转换 和 7 转换 的 4 演算 ,8 演算 表 
示人 允许 8 转换 和 上 转换 的 4 演算 ,如 此 等 等 . 允许 所 有 转换 的 系 
统称 为 完全 % 铀 算 系 统 . 

4 演算 具有 模拟 其 它 形式 系统 的 能 力 , 例 如 , 任 一 正 整 数 > 
可 表 为 

AZy, (CCZ…(TYyY)). 
~ 


n 个 工 
采取 这 种 表示 法 的 原因 是 :对 任 一 原子 f, 均 有 : 
Ary. zzz Ty) =Ay, CA) 
~ > 


天 个 工 n 个 f 
即 用 函数 的 ” 重 像 套 来 表示 正 整数 *. 在 这 个 基础 上 ,4 演算 可 
用 来 模拟 一 整套 递归 函数 理论 . 可 以 证 明 , 入 演算 具有 和 和 部 份 递 
归 函 数 相同 的 计算 能 力 . 
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第 五 章 ”命题 演算 和 谓词 演算 


一 一 思维 演算 的 符号 体系 


某 村 农民 王 某 被 害 , 有 四 个 嫌疑 犯 4、8、C、D. 公安 局 的 五 
个 侦察 员 各 自发 表 了 见解 , 甲 说 A、B 中 至 少 有 一 人 作案 ; 乙 说 
B.C 中 至 少 有 一 人 作案 ; 丙 说 C.D 中 至 少 有 一 人 作案 ; 丁 说 4、 
C 中 至 少 有 一 人 与 此 案 无 关 ; 戊 说 B.D 中 至 少 有 一 人 与 此 案 无 
关 . 众说 纷 终 ,使 负责 破案 的 刑警 队长 抓 耳 挠 爵 ,不知 从 何 下 手 . 
其实, 如果 请 一 位 数理 逻辑 学 家 来 当 顾问 就 好 了 ,破案 与 逻 
辑 推理 有 很 大 的 关系 . 人 的 思维 推理 非常 复杂 ,就 像 上 面 提 到 的 
案子 那样 ,明明 破案 的 线索 已 经 包含 在 五 位 侦察 员 的 意见 中 ,但 
由 于 综合 这 些 意见 的 过 程 是 一 个 复杂 的 逻辑 推理 过 程 ,因此 通 
常 不 易 一 眼看 穿 . 为 了 使 这 种 逻辑 推理 过 程 变 得 简单 一 点 , 早 在 
三 百年 前 ,一 位 著名 的 德国 数学 家 莱 布 尼 蒋 就 提出 了 一 种 设想 ， 
他 认为 ,如 果 能 够 创造 - 套 表 达 概 念 的 符号 语言 ,并且 把 人 类 的 
推理 过 程 用 某 种 公式 来 表示 ,那么 就 能 够 发 明 一 种 思维 演算 ,把 
逻辑 推理 过 程 转化 为 计算 过 程 ,这 样 ,解决 人 与 人 之 间 争 论 的 困 
难 就 可 以 像 做 一 道 数 学 题 那样 给 以 解决 . 菜 布 尼 蒋 的 这 个 思想 
是 非常 富有 启发 性 的 ,他 成 了 现代 数理 逻辑 的 最 早 思想 先驱 . 
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可 惜 的 是 , 莱 布 尼 获 未 能 实现 他 的 理想 , 菜 氏 的 同时 代 人 也 
未 能 完成 他 的 网 感 . 直到 一 - 百 多 年 以 后 ,英国 数学 家 布尔 以 他 的 
布尔 代数 提供 了 一 套 初 步 可 用 的 思维 演算 工具 , 才 使 这 方面 的 
研究 有 了 本 质 性 的 进展 . 一 个 布尔 代数 B 是 一 个 至 少 有 两 个 元 
素 的 集合 ,在 此 集合 上 定义 了 加 法 和 乘法 两 种 运算 ,两 种 运算 都 
满足 交换 律 (e 十 6 一 5 十 a， ab=6ba). 两 种 运算 的 组 合 满足 分 配 
律 (e( 二 c) 一 (cb 十 (ac)， ac 十 (bc) 一 (ee 十 信人 (z 十 c)). 且 号 中 
有 和 零 元 素 0 和 勾 元 素 1( 对 任何 z 有 zx 十 0=z， xz，1==x), 并 
且 对 任何 x€EB 篆 有 x’ EB, 使 x 十 x'=1， zx' 二 0. 

最 简单 的 布尔 代数 是 B= {0,1}) ,只 有 两 个 元 素 ,并 且 满 足 
下 列 加 法 和 乘法 规则 : 


(5. 1) 


在 这 个 最 简单 的 布尔 代数 中 ,通常 把 0 解释 为 假 , 把 1 解释 为 真 
(或 反 过 来 ). 把 a 十 b=0 解释 为 a.6 都 为 假 ,把 a 十 6 二 1 解释 为 
a,6 至 少 有 一 为 真 . 把 ab=:0 解释 为 4.6 至 少 有 一 为 假 .把 a :6 
二 1 解释 为 a.5 皆 真 . 
让 我 们 再 回 过 头 来 看 本 节 开 头 的 例子 . 我 们 不 妨 构 造 一 个 
从 嫌疑 犯 集合 {4,B,C ,Dn} 到 布尔 代数 B= {0,1}) 的 映射 ,并 规 
定 :把 真正 的 罪犯 都 映射 为 1 , 非 罪犯 映射 为 0. 由 于 我 们 目前 还 
不 知道 谁 是 罪犯 ,因此 暂时 仍 以 4、.B,C.D 表示 它们 的 映 象 ,于 

是 我 们 得 到 如 下 方程 
A+B=1, (5.2) 
B+C=1, (5. 3) 
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C+D=1, (5. 4) 
A .C=0, (5.5) 
B.D=0. (5. 6) 
用 C 乘 式 (5. 2) 两 边 , 并 注意 到 式 (5. 5) ,可 得 BC 二 C, 再 在 新 式 
子 的 两 边 加 B, 并 注意 到 式 (5. 3) ,得 到 BQ1 十 C0)=1. 由 式 (5. 1) 
知 必 有 B=1. 又 由 式 (5. 6) 知 必 有 DD=0. 用 同样 的 方法 可 得 4 
二 0,C 二 1, 这 说 明 B,C 是 凶手 ,而 4A\D 为 无 训 , 不 难看 出 ,思维 
推理 在 这 里 变 成 了 公式 演算 . 
读者 会 发 现 , 上 面 的 演算 过 程 并 没有 完全 形式 化 ,机 械 化 . 
事实 上 ,布尔 也 确实 只 是 开 了 个 头 ,他 并 没有 完成 数理 逻辑 ( 哪 
怕 是 数理 逻辑 的 初级 内 容 , 即 命题 演算 ) 的 创建 ,这 个 任务 留 给 
了 比 布尔 晚 一 辈 的 德国 数学 家 弗 雷 格 . 弗 雷 格 不 但 完成 了 命题 
演算 ,构造 了 命题 演算 的 第 一 个 公理 系统 ,而 且 还 引进 了 量词 ， 
把 命题 演算 发 展 成 谓词 演算 . 在 具体 介绍 命题 演算 和 谓词 演算 
之 前 ,我 们 先 要 说 一 说 数理 逻辑 发 展 的 另 一 个 推动 力 , 它 不 是 来 
自 数 学 ,而 是 来 自考 学 领域 的 研究 和 探索 . 
原来 ,数理 逻辑 的 发 展 和 分 析 哲 学 的 兴起 有 很 大 的 关系 ,分 
析 和 哲学 是 半 个 多 世纪 以 来 在 英美 哲学 中 占 主导 地 位 的 哲学 思 
想 , 具 有 很 大 的 影响 .分 析 哲 学 家 认为 ,哲学 的 首要 任务 在 于 分 
析 ,他们 不 像 过 去 的 哲学 家 那样 一 上 来 就 企图 建立 一 个 庞大 的 
哲学 体系 ,而 是 从 具体 的 事物 和 概念 开始 ,一 点 一 点 地 进行 分 
析 . 他 们 认为 ,哲学 家 之 间 的 意见 不 同和 纷争 ,都 是 由 于 所 使 用 
的 概念 和 语言 的 含混 不 清 , 只 要 能 找到 一 种 科学 的 形式 分 析 或 
有 还 辑 分 析 方 法 ,并 正确 地 使 用 它 ,哲学 上 的 许多 分 歧 就 可 以 迎 刃 
而 解 . 这 种 观点 的 核心 部 分 是 错误 的 . 因为 哲学 上 有 一 些 根本 的 
分 歧 , 如 唯物 论 和 唯心 论 之 争 , 决 不 是 由 于 概念 和 语言 的 混淆 而 
引起 的 ,企图 用 什么 形式 分 析 或 逻辑 分 析 方法 来 分 析出 唯物 论 
se。 了 9。 


和 唯心 论 “ 原 来 并 无 分 歧 ”, 或 调和 它们 的 对 立 , 都 注定 是 徒劳 
的 . 此 外 ,分 析 哲 学 还 有 其 它 的 一 些 错误 ,例如 他 们 像 许多 唯心 
主义 经 验 论 者 那样 ,也 把 人 的 经 验 看 成 是 脱离 客观 的 、 纯 主观 性 
的 东西 ,拒绝 研究 经 验 之 外 的 客观 实在 等 等 ,这 些 都 说 明 分 析 哲 
学 带 有 唯心 主义 倾向 .但 是 ,分 析 哲 学 家 为 了 贯彻 他 们 的 主张 而 
提出 的 许多 方法 和 技术 , 却 是 值得 我 们 借鉴 和 使 用 的 . 其 中 , 数 
理 人 逻辑 便 是 早期 分 析 哲 学 家 发 明和 使 用 的 主要 工具 之 一 . 

刚才 说 的 弗 雷 格 由 于 基本 上 完成 了 命题 演算 和 狭 谓 词 演算 
而 为 分 析 哲 学 提供 了 有 力 的 逻辑 分 析 工 具 , 他 本 人 也 被 推崇 为 
分 析 哲 学 的 思想 先驱 . 下 面 我 们 来 介绍 一 下 这 两 种 演算 的 基本 
内 容 . 

命 征 演算 可 以 看 作 是 前 面 所 说 的 最 简单 布尔 代数 的 扩充 . 
扩充 在 下 列 几 方 面 :第 -~, 它 不 止 含有 两 个 元 素 ( 布 尔 代数 的 1 
和 0 在 命题 演算 中 表 为 真 和 假 ), 在 真 (用 了 表示 ?和 假 ( 用 已 表 
示 ) 之 外 增加 了 一 批 变量 元 素 , 这 些 变量 元 素 的 真 假 值 随 赋值 而 
定 . 第 二 , 它 不 止 有 两 个 操作 十 和 X ,而 是 有 V (或 ), A (与 ) ,一 
( 非 ), 一 ( 蔓 含 ), 反 (等 价 ) 等 多 项 操作 . 其 中 “或 操作 ”和 “与 操 
作 ” 相 当 于 布尔 代数 的 “十 操作 ”和 “XX 操作 ”. | 

命题 用 某 种 符号 表示 (如 一 个 英文 字母 或 一 个 英文 字 ). 举 
例 来 说 ,用 4 表示 命题 “ 张 三 是 罪犯 ”,B 表示 命题 “ 李 四 是 罪 
犯 , 则 一 4 表示 命题 “ 张 沽 不 是 罪犯 4 V 8 表示 命题 “ 张 三 和 
李 四 两 人 中 至 少 有 一 人 是 罪犯 ”4 人 B 表示 命题 “ 张 三 和 李 四 
都 是 罪犯 >;4->B 表示 命 愿 “ 若 张 三 是 罪犯 , 则 李 四 也 是 罪犯 ?; 
4 三 B 表示 命题 “ 张 三 和 李 四 要 么 都 是 罪犯 ,要 么 都 不 是 罪犯 ”. 
这 些 命题 中 有 几 个 是 由 两 个 子 命题 组 合 而 成 的 . 凡是 由 多 个 命 
题 组 合 而 成 的 命题 称 为 复合 命题 . 

确切 地 说 ,一 个 复合 命题 的 真 假 值 由 下 表 给 出 . ~4 不 算 复 
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合 命题 ， 它 的 值 也 在 表 中 给 出 


T 了 Ff 了 T T 
了 F F 了 F F F 
F T T 了 FE 人 F 
F F T F F T T 


这 张 表 称 为 真 值 表 , 当 和 需要 分 析 一 个 复杂 的 命题 时 ,常用 这 
种 真 值 表 方法 . 建议 读者 仔细 研究 一 下 它 ,并 多 用 一 些 实际 例子 
给 予 验 证 . 表 中 最 值得 注意 的 是 4 一 B 这 一 列 . 一 般 人 对 于 前 两 
行 结论 ( 即 (T 一 T) 之 值 为 T,(T 一 下 ) 之 值 为 F) 是 可 以 接受 的 . 
对 于 后 两 行 结论 (FT) 之 值 为 和 (FF->F) 之 值 为 全 ) 则 可 能 
会 有 些 怀 疑 . 因为 那个 命题 的 内 容 是 :如 果 4 为 真 , 则 B 为 真 . 
对 于 4 为 假 的 情况 , 它 可 是 什么 也 没有 说 . 那么 这 后 两 个 结论 
是 从 哪里 来 的 呢 ? 实际 上 这 些 结论 在 古 希 腊 的 逻辑 学 家 那里 就 
已 经 有 了 .这 些 古 代 的 先 暂 们 研究 过 4 一 B 形式 的 比 含 关系 ,并 
把 它 定义 为 一 4V B. 读者 不 妨 验 证 一 下 ,A 一 B 和 ~AVB 的 真 - 
值 是 完全 一 样 的 . 从 那 以 后 ,4-~> 的 这 个 定义 就 一 直 被 延 用 下 
来 .有 什么 道理 没有 ? 没有 很 多 道理 ,只 是 因为 人 们 感到 这 样 的 
定义 是 严密 的 ,并 且 用 起 来 很 方便 . 例如 在 著名 数学 家 和 逻辑 学 
家 罗素 和 怀特 海 的 巨著 (数学 原理 》 中 ,就 以 这 个 定义 (俗称 实质 
蕴含 ) 为 主要 工具 来 表达 数学 基础 , 当然 它 也 并 非 完全 没有 问 
题 ,我 们 在 下 面 还 要 提 到 . 

到 目前 为 止 ,我 们 对 命题 演算 的 介绍 是 非 形 式 化 的 ， 现在 需 
要 把 它 作 为 一 个 形式 系统 而 严格 地 引进 . 这 样 的 形式 系统 不 是 
唯一 的 ,下 面 给 出 的 是 其 中 的 一 种 . 
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一 个 形式 的 命题 演算 系统 包括 语法 和 语义 两 部 份 . 语法 部 
份 指 明 哪 些 符号 以 及 符号 的 组 合 是 允许 的 (合法 的 ). 语义 部 份 
给 出 每 个 合法 的 符号 组 合 ( 称 为 合式 公式 ) 与 真 值 表 的 对 应 ,以 
及 合式 公式 之 间 的 对 应 . 具体 地 说 ，; 

给 定 一 组 命题 变量 4,B,C, 也 , 忆 ,……5 两 个 操作 符 一 和 
V， 以 及 括号 符 〈 和 ) , 则 

1. 命题 变量 都 是 合式 公式 . 

2. 车 p 是 合式 公式 , 则 ~p 也 是 合式 公式 ， 

3. 若 p,q 是 合式 公式 , 则 (pV gq) 也 是 合式 公式 . 

4. 若 某 符号 组 合 p 被 定义 为 另 一 已 知 的 合式 公式 g, 则 纪 
也 是 合式 公式 . 

5. 除 此 之 外 没有 其 它 合式 公式 . 

在 这 里 ,“p 定义 为 9? 理解 为 请 和 49 有 相同 的 真 值 表 . 

该 形式 系统 引进 了 如 下 几 项 定义 : 

1. 4 一 B 定义 为 ~~AV 有 B. | | 

2. AAB 定义 为 ~(~AV 一 盏 ). . “(5.7) 

3. 4 三 B 定义 为 (4 一 B) 人 (B 一 A). 

4. 以 任意 的 合式 公式 代入 上 述 三 条 定义 的 两 端 ,其 中 同一 
命题 变量 的 所 有 出 现 用 同一 合式 公 \ 式 代入， 则 得 到 的 仍旧 是 定 
义 关系 . 

形式 系统 要 有 一 组 公理 ,公理 是 恒 取 真 值 的 合式 公式 . 本 系 
统 公理 共有 四 条 : 

1. pVp>p. 

2. p>pVa. 

3. pVarqgVp. 

4. (g>r)>(pVg>pVr). 

形式 系统 还 需要 -- 套 推导 规则 ,它们 是 ， 
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1. 代入 规则 ;合式 公式 中 出 现 的 命题 变量 可 以 用 另 一 个 合 
式 公 式 代 入 . 如 果 原 来 的 合式 公式 是 恒 真 的 ,并 且 同 一 命题 变量 
的 所 有 出 现 均 以 同一 合式 公式 代入 , 则 所 得 的 新 合式 公式 仍然 
恒 真 . 

2. 分 离 规 则 ; 若 合 式 公 式 请 和 一 庆 V9 皆 取 真 值 , 则 9 也 取 
真 值 . | . 
3. 置换 规则 : 若 p 被 定义 为 q, 则 任 一 合式 公式 7 中 的 所 有 
Zp 可 被 同时 置换 为 g 或 反之 . 若 r 在 置换 前 取 真 值 , 则 置换 后 仍 
取 真 值 . 

4. 操作 符 的 优先 次 序 是 (从 小 到 大 ) ;三 ,一 ,V ,人 ,~. 根 据 
这 个 次 序 , 在 不 改变 真 值 的 前 提 下 ,可 以 省 去 部 份 或 全 部 括号 
对 . 

最 后 ,形式 系统 为 合式 公式 规定 的 真 值 表 与 我 们 在 前 面 给 
出 的 一 样 . 从 操作 符 一 , A ,和 的 定义 可 以 看 出 ,它们 的 含义 不 是 
独立 的 ,可 以 用 其 它 的 操作 符 构造 出 来 . 

现在 让 我 们 用 这 个 形式 系统 推导 一 下 ,看 能 推出 什么 东西 
来 . | 

在 第 二 条 公理 中 用 ~g 代替 g, 得 到 

p>pPpV ~q, 
再 运用 公理 3 和 定义 1, 即 得 到 ，; 

p™(g—p). 2 (5. 9) 
这 表示 : 若 p 为 真 , 则 任何 命题 g 均 可 导出 p 为 真 . 现在 我 们 再 
一 次 使 用 公理 2, 但 是 用 ~p 代替 p ,得 到 

~p>~pVa, 
再 次 运用 定义 1, 得 

~p>” (p>9). (5. 10) 
这 表示 : 若 p 为 假 , 则 从 p 可 推 知 任意 命题 9 为 真 . (5. 9) 和 
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(5.10) 在 数理 逻辑 上 被 称 为 蕴含 悖 论 ,引起 过 极 大 的 争议 . 这 在 
前 面 我 们 讨论 真 值 表 时 已 经 提 到 过 一 点 了 . 据说 当 罗 素 做 演讲 
时 ,有 的 听众 对 此 不 服 并 问 道 :如 果 从 一 个 假 命题 可 以 推出 任意 
命题 为 真 ,那么 从 2 十 2= 5 能 够 推出 你 就 是 教皇 吗 ? 罗素 答 道 ， 
2 十 2 一 4, 因 此 4 一 5, 两 边 减 去 3, 得 到 1=2, 我 和 教皇 是 两 个 
人 ,1=2 说 明 两 个 人 是 一 个 人 ,所 以 我 就 是 教皇 . 实际 上 ,这 种 
道理 一 般 人 也 可 以 理解 ,中 国人 常 说 :车 要 某 某 情况 发 生 , 除 非 
太阳 从 西边 出 来 , 由 于 “太阳 从 西边 出 来 ”是 一 个 假 命 题 ,所 以 任 
何 命题 都 可 由 此 导出 . 

关于 命题 逻辑 的 介绍 大 致 就 到 这 里 ,我们 为 此 花 去 了 较 多 
的 篇 巾 , 因 为 命题 逻辑 是 基础 ,懂得 了 命题 逻辑 ,谓词 逻辑 也 就 
不 难 掌握 了 . 什么 叫 谓词 呢 ? 就 是 可 以 带 变 元 的 命题 (谓词 是 数 
理 逻 辑 的 术语 ,不 是 我 们 学 英语 或 汉语 语法 时 所 用 的 谓语 概 
念 ). 在 命题 演算 中 ,我 们 见 到 两 类 命题 ;命题 常量 (如 了 .FF) 和 
命题 变量 , 命题 常量 的 真 假 值 在 任何 情况 下 不 会 变 , 命 题 变量 的 
真 假 值 由 赋值 (或 称 指派 ) 决 定 . 在 一 个 具体 的 命题 公式 (合式 公 
式 ) 中 ,可 以 指定 某 命题 变量 取 真 值 或 假 值 . 而 谓词 则 不 然 , 它 好 
象 是 一 个 可 取 真 . 假 两 种 值 的 函数 ,在 每 个 具体 场合 下 到 底 取 真 
值 还 是 取 假 值 取决 于 该 谓词 的 各 变 元 被 什么 具体 值 代入 . 例如 
我 们 有 命题 ; 雪 是 白 的 、 煤 球 是 黑 的 、 雪 是 黑 的 , 煤 球 是 白 的 . 显 
然 在 常识 意义 下 前 两 个 命题 取 真 值 ,而 后 两 个 命题 取 假 值 . 在 谓 
词 演算 中 ,我 们 可 以 把 白 和 黑 看 作 两 个 谓词 名 ,并 引进 如 下 两 个 
带 变 元 的 谓词 白 (zx) 、 黑 (xz). 于 是 ,很 自然 地 我 们 有 白 ( 雪 ) 和 黑 
( 煤 球 ) 取 真 值 ,而 白 ( 煤 球 ) 和 黑 ( 雪 ) 取 假 值 . 

如 果 仅 看 这 个 例子 ,那么 数理 逻辑 中 的 谓词 真有 点 象 英语 
语法 中 的 谓语 了 . 实际 上 ,数理 逻辑 中 的 谓词 可 以 有 任意 多 个 变 
元 ,一 个 谓词 本 质 上 表示 一 个 (存在 于 它 的 诸 变 元 之 间 的 ?关系 ， 
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而 并 不 表示 日 常 语言 中 的 一 个 主 宾 式 语句 . 这 正 是 数理 逻辑 与 
传统 的 形式 逻辑 之 问 的 一 大 区 别 . 传统 逻辑 只 研究 “4 为 B” 形 
式 的 判断 . 这 种 做 法 受到 了 著名 逻辑 学 家 德 摩根 的 批评 ,他 认为 
逻辑 的 研究 范围 不 应 限于 主 宾 式 语句 ,而 应 扩展 到 包括 一 般 关 
系 的 语句 , 即 “zi ,zi,，… ,zx, 具有 关系 R” 形 式 的 语句 . 这 个 主张 
被 逻辑 学 界 所 接受 ,因而 使 数理 馆 辑 中 的 谓词 具有 现在 这 样 的 
形式 .例如 ,一 个 人 的 档案 数据 (姓名 、 籍 贯 ,性 别 , 出 生 时 间 , 父 
名 、. 母 名 ) 可 以 构成 一 个 关系 PD. 如 果 把 PD 看 作 一 个 谓词 名 ， 
则 PD( 毛 岸 英 , 湘 潭 , 男 ,1923 ,毛泽东 ,杨开慧 ) 和 PD( 周 思 来 ， 
绍兴 , 男 ,1898, 周 贻 能 ,万 冬 儿 ) 都 取 真 值 ， 

除了 引进 变 元 和 采取 关系 描述 的 形式 以 外 ,谓词 演算 的 另 
一 个 特点 是 引进 了 两 个 量词 .全 称 量词 VY 和 存在 量词 3 ,这 基本 
上 是 弗 雷 格 的 功劳 ,但 使 它 具 有 今天 这 样 形式 的 是 另 一 位 逻辑 
学 家 皮尔 斯 . 它们 的 含义 是 : 

了 zi p(n "sz ) ,表示 存在 一 组 变 元 值 (z1,…， 
Xs), 使 如 (za za) 之 值 为 真 . 

VY Zi Ta pL …,X:) ,表示 对 所 有 的 变 元 值 (xj， “9 
2a)zp(Z1 和 za) 之 值 缘 为 真 . 

上 面 的 说 明 还 不 是 最 一 般 的 , 它 可 以 在 如 下 几 个 方面 拓 广 ， 

1. 谓词 pCz1,… ,zx,) 可 代 之 以 任意 的 合式 公式 . 

2. 量词 3 和 Y 后 面 的 变 元 名 和 集 可 以 是 后 面 合式 公式 中 变 元 
名 集 的 子 集 . 

3. 量词 3 和 VY 可 以 多 重 嵌 套 、 交 叉 使 用 . 

谓词 演算 中 合式 公式 的 构造 方式 和 命题 演算 中 的 类 似 ,只 
不 过 是 以 谓词 取代 命题 ,并 加 进 两 个 量词 . 被 量词 约束 的 变 元 称 
为 约束 变 元 ,否则 称 为 自由 变 元 . 除 此 之 外 ,在 谓词 演算 中 还 允 
许 引 进 函 数 符号 ,如 f,8,h, 等 等 . 函数 符号 后 面 也 可 以 跟 零 个 ， 
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一 个 或 多 个 变 元 . 后 跟 零 个 变 元 的 函数 符号 就 是 常量 ,这 种 函数 
称 为 零 秩 函数 . 函数 符号 (以 及 它 的 变 元 ?出 现在 谓词 变 元 的 位 
署 上 ,也 可 出 现在 另 一 函数 符号 的 变 元 位 置 上 ,就 是 说 ,函数 可 
以 失 套 . 例如 

prsf lg yz2) ,hr)) GECZ fz,y)))) 
是 一 个 合法 的 谓词 ,其 中 p 是 谓词 符号 ,fg 和 4 都 是 沙 数 符 
号 .zy\z 是 变 元 ， 

现在 看 几 个 谓词 合式 公式 的 例子 . 

3 zi ,Te PD zr ss 6). 
这 个 合式 公式 的 语义 可 以 解释 为 世界 上 至 少 有 一 个 家 庭 . 
Y zx(human (xr)—PD (zx,bp(z),sex (x) ,btCz) ,father (zx), 
mother (x)) 

可 解释 为 每 人 都 有 一 个 家 庭 . 其 中 human 表示 “是 人 ”,bp 和 bi 
分 别 表示 籍贯 和 出 生 时 间 , 注 意 human 和 PD 是 谓词 名 ,其 余 
都 是 函数 名 (此 处 名 与 符号 是 一 个 意思 ), 为 了 显示 函数 向 套 , 也 
可 把 mother(z) 改 为 wife (father (zx)) ,这 样 改 的 问题 是 ;父亲 的 
事 子 可 能 不 是 母亲 ,与 该 谓词 变 元 的 原意 相悖 . 

对 于 存在 量词 和 全 称 量词 混合 使 用 的 情况 ,也 许 用 数学 定 
理 来 做 例子 是 最 合适 的 了 . 比如 ， 我 们 知道 元 穷 级 数 


Dr 
是 收敛 的 ， 其 中 s 是 任意 正 数 ,用 S(e,V) 来 表示 它 的 部 分 和 
Sa, : 
则 我 们 不 妨 用 如 下 的 谓 记 公式 来 说 明 它 的 收敛 性 质 : 
V elgrle,0)->Y elgr (es,0)—>4 NUint(N) 


AgrCN,0) AKCY N,N sint CN) Agr(N1,N) 
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AintCNz) Agr(CN NI 一 ls(sub(S(Ce Ni)， 
S (es N1)) ,e2))))). 

翻译 成 语言 就 是 :对 任何 e>0,ez>0, 必 存在 正 整数 N, 使 得 对 
任意 N;>Ni>N 皆 有 SCe ,Na) 一 9S(e, Ni)<e ,当然 这 个 式 
子 还 可 化 简 , 它 的 表示 法 也 不 是 唯一 的 . 但 至 少 我 们 可 以 看 到 谓 
词 表达 法 的 威力 . 

与 命题 演算 一 样 ， 谓 词 演算 也 有 一 - 套 演算 规 旭 ， 本 章 中 介 
绍 的 谓词 演算 称 为 狭 谓 词 演算 ， 或 一 阶 谓词 演算 .. 狭 谓 词 演算 
也 有 它 的 形式 化 系统 ， 也 有 语法 部 分 和 语义 部 分 ， 也 是 首先 给 
出 一 套 符 号 ， 然 后 再 规定 符号 的 组 合 规则 ， 形 成 合式 公式 ， 然 
后 用 已 知 的 操作 符 定义 新 的 操作 符 ， 然 后 给 出 一 组 其 值 恒 真 的 
公理 , 作为 推导 的 出 发 点 , 然后 再 给 出 一 组 推导 规则 , 等 等 . 其 . 
过 程 和 给 出 命题 演算 的 形式 系统 的 过 程 差不多 ， 但 在 技术 细节 
方面 要 复杂 得 多 ， 对 此 详细 论述 将 超出 这 本 小 册子 所 允许 的 篇 
幅 . 

不 能 忘记 说 明 : 狭 谓词 演算 最 重要 的 性 质 之 一 是 ， 它 具有 
和 递归 函数 (或 图 灵机 ) 相同 的 计算 能 力也 就 是 说 ， 它 能 措 
述 一 切 能 行 可 计算 的 过 程 . 

还 有 一 点 不 能 忘记 说 明 ， 谓词 演算 是 建立 在 形式 系统 上 的 
一 套 演算 ， 其 中 的 一 切 符号 本 身 没有 任何 音义， 所 有 的 “ 意 
义 ” 都 是 人 为 地 赋予 的 ， 例 如 我 们 在 上 面 用 PD 表示 人 事 档案 ， 
用 human 表示 “是 人 ”， 用 bp 表示 藉 贯 ， 用 father 表示 父亲 ， 
等 等 ， 这 些 都 是 我 们 的 主观 解释 ， 一 个 谓词 演算 系统 决 不 会 异 
得 这 些 解释 , 也 不 会 从 这 些 解 释 中 主动 推出 任何 结论 . 例如 , 若 
以 teacher (zx,y) 表 示 x 是 y 的 老师 ,student(y,z) 表 示 y 是 xz 
的 学 生 ， 则 形式 系统 决 不 会 从 teacher (能 庆 来 华罗庚) 自动 
推出 student (华罗庚 ， 熊 庆 来 ) ,除非 你 明确 地 把 葡 涵 公式 
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teacher(z,y) 一 student(y,z) 写 出 来 . 同样 ,形式 系统 并 不 会 自 | 
己 知 道 白 ( 雪 ) 为 真 ,而 白 ( 煤 球 ) 为 假 , 除 非 你 显 式 地 写 出 这 一 
点 ， 
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第 六 章 文法 ,语言 和 自动 机 


一 一 三 个 等 级 森严 的 家 族 


在 很 多 年 以 前 ,欧美 殖民 主义 者 曾经 靠 大 批 贩卖 奴隶 发 了 
一 大 笔 横财 , 看 过 电影 海 办 》 的 人 都 会 记得 这 种 悲惨 的 场面 殖 
民 地 国家 的 劳动 人 民 被 当 作 牛 马 运 到 海外 去 开矿 . 修 路 .做 苦 
工 , 过 着 暗 无 天 日 的 生活 . 从 此 ,他们 的 子孙 后 代 也 就 在 这 异国 “ 
他 乡 繁衍 开 了 . 由 于 这 些 人 来 自 不 同 的 国家 ,使 用 不 同 的 语言 ， 
他 们 在 共同 生活 中 为 了 交流 思想 的 需要 ,逐渐 发 展 起 了 一 种 与 
每 个 人 的 祖国 语言 都 不 同 的 语言 , 称 为 宽 里 奥 尔 语 , 经 语言 学 家 一 
研究 : 克 里 奥 尔 语 不 可 能 从 这 些 人 的 相国 语言 中 的 任何 一 种 发 
展 而 来 . 更 有 意思 的 是 ,各 个 不 同 地 区 独立 形成 的 支流 语言 (我 
们 统一 称 它们 为 克 里 奥 尔 语 ) 居 然 有 很 多 相似 之 处 ,并 且 它 们 之 
间 的 相似 性 要 超过 它们 和 其 它 自 然 语 喜 ( 我 们 称 某 一 个 民族 的 
人 实际 使 用 的 语言 为 自然 语言 之 间 的 相似 性 .这 件 事 引起 了 语 
言 学 界 的 重视 . 人 们 问 道 :既然 克 里 奥 尔 语 不 是 从 任何 一 种 语言 
发 展 而 来 ,那么 它 是 怎样 诞生 的 呢 ? 克 里 奥 尔 语 的 发 现 给 一 场 带 
有 哲学 味道 的 争论 添 了 一 把 火 . 原来 :对 于 儿童 的 语言 学 习 机 
制 ,人 们 本 来 就 有 两 种 看 法 , 一 种 意见 认为 儿童 没有 任何 先天 的 
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语言 学 知识 ,他 们 的 所 有 语言 才能 都 是 后 天 获得 的 . 另 一 种 意见 
则 认为 儿童 先天 头脑 中 就 有 一 些 语言 模式 ,他 们 出 生 后 在 家 庭 
和 社会 的 影响 下 才 固定 了 其 中 的 一 种 模式 ,并 在 此 基础 上 进 一 
步 发 展 其 语言 能 力 . 著名 语言 学 家 乔 姆 斯 基 是 后 一 种 意见 的 代 
表 . 上 述 克 里 奥 尔 语 的 发 现 被 持 后 一 种 观点 的 学 者 作为 儿童 具 
有 先天 语言 才能 的 有 力 证 据 . 他 们 还 认为 :在 某 种 自然 语言 占 主 
导 地 位 的 环境 中 ,儿童 的 这 种 先天 语言 模式 得 不 到 自由 发 展 的 
机 会 , 它 只 能 被 环境 溶化 成 当地 的 主导 模式 . 只 有 在 多 种 民族 杂 
居 的 地 区 ,在 各 种 “ 洋 泾 浜 " 语 滋 生 的 环境 中 ,儿童 的 先天 语言 
式 才 有 成 长 发 展 的 可 能 性 . 当然 ,以 上 观点 只 是 学 者 的 一 种 分 
析 ,还 不 能 构成 一 种 严格 的 论证 . 严格 论证 还 得 要 把 数学 请 出 来 
( 见 第 八 章 ). 不 过 在 此 之 前 ,我 们 先 说 一 说 语言 学 研究 的 发 展 情 
况 . 

据 统 计 ,世界 上 共有 5651 种 不 同 的 语言 或 方言 . 有 不 少 古 
代 语 言 已 经 死亡 , 数 以 于 计 的 语言 正在 衰亡 之 中 ,使 用 它们 的 人 
数 越 来 越 少 . 经 语言 学 家 人 确认 为 独立 的 语言 有 2790 种 ,其 中 
70 多 还 没有 相应 的 文字 , 经 过 分 析 研 究 的 语言 只 有 约 500 种 ,使 
用 人 数 超过 6000 万 的 语言 有 13 种 ,其 中 汉语 位 居 榜 首 ,在 语言 
中 使 用 汉语 字符 的 人 口 占 世界 人 口 的 36 驳 . 

对 这 人 么 复杂 的 语言 体系 进行 研究 是 语言 学 家 的 光荣 任务 ， 
随 着 整个 自然 科学 和 社会 科学 的 发 展 ,语言 学 的 研究 也 走 过 了 
三 个 历史 时 期 :历史 比较 语言 学 .结构 主义 语言 学 和 转换 生成 语 
言 学 . 历史 比较 语言 学 的 基本 思想 和 达尔 文 的 生物 进化 论 十 分 
类 似 , 它 在 对 大 量 语言 资料 作 分 析 比 较 的 基础 上 ,研究 人 类 语言 
进化 繁 术 的 历史 . 结构 主义 语言 学 则 类 似 于 生物 解剖 学 ,通过 深 
入 分 析 语 言 的 结构 和 组 成 规则 来 搞 清 这 个 复杂 体系 的 形成 机 
制 ,特别 是 研究 每 一 种 语言 区 别 于 其 它 语言 的 特征 . 而 转换 生成 

。 50。 


语言 学 却 一 反 寺 面 两 个 历史 阶段 的 传统 , 它 不 把 语言 作为 一 个 
孤立 的 现象 加 以 研究 ,而 是 把 语言 和 使 用 语言 的 人 结合 起 来 进 
行 研究 . 特别 是 要 搞 清楚 : 人 是 怎么 会 使 用 语言 的 ? 父母 和 老师 
只 给 儿童 传授 过 有 限 的 语句 集合 ,为 什么 儿童 (特别 是 成 长 以 
后 ) 会 讲 出 几乎 是 无 限 多 种 不 同 的 句子 来 ? 为 了 解释 这 个 现象 ， 
乔 姆 斯 基 在 50 年 代 末 ,60 年 代 初 创立 了 转换 生成 语言 学 . 乔 氏 
理论 的 核心 思想 是 ;人 的 语言 是 由 基本 语法 出 发 ,经 演绎 过 程 而 
生成 的 ,而 这 套 基本 语法 基本 上 是 生来 就 有 的 ,只 是 在 儿童 成 长 
过 程 中 通过 学 习 、 调 整 成 某 种 确定 的 模式 . 由 于 从 一 个 有 限 的 语 
法 出 发 ,可 以 演绎 出 无 穷 多 个 句子 来 ,因而 人 也 有 了 说 出 无 穷 多 
种 语句 的 能 力 . | 

为 了 介绍 乔 姆 斯 基 的 理论 ,我们 要 暂时 离开 自然 语言 的 领 
域 ,只 考虑 形式 语言 . 形式 语言 是 用 数学 方式 定义 的 人 工 语言 . 
它 的 定义 可 以 这 样 令 述 :给 定 一 组 符号 (一 般 是 有 限 多 个 ) , 称 为 
字母 表 , 以 卫 表 之 . 又 以 3* 表 示 由 3 中 字母 组 成 的 所 有 符号 串 
(也 称 字 , 包 括 空 字 ) 的 集合 , 则 3" 的 每 个 子 集 称 为 了 上 的 一 个 
语言 ; 例如 ,车 令 三 为 26 个 拉丁 字母 加 上 空格 和 标点 符号 , 则 
每 个 英语 句子 都 是 3* 中 的 一 个 元 素 , 所 有 合法 的 英语 句子 的 集 
合 是 3* 的 一 个 子 集 , 它 构成 一 个 语言 , 形式 语言 理论 主要 以 无 
限 的 语言 为 研究 对 象 . 例如 ,所 有 由 个 a 构成 的 字 (n 宇 1) 组 成 
一 个 语言 二 {4a,aa yaaa，…), 它 就 是 无 限 的 . 因此 ,研究 形式 
语言 遇 到 的 第 一 个 问题 就 是 描述 问题 ,描述 的 手段 必须 是 严格 
的 ,而 且 必 须 能 以 有 限 的 语法 描述 无 限 的 语言 . 利用 乔 姆 斯 基价 
导 的 变换 文法 ,语言 7 可 用 如 下 两 条 生成 规则 描述 : {Sa,S 
一 ca3} .3 是 变换 文法 的 出 发 点 ,由 它 可 以 生成 到 中 的 任何 句 
子 . 例如 ,句子 aaaaa 可 以 这 样 推导 出 来 :SaS-eaS-aaaS 一 
aaa4S~>aaaaa. 推导 共 分 五 步 . 前 四 步 用 了 第 二 条 生成 规则 ,第 
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五 步 用 了 第 一 条 生成 规则 . 

严格 地 说 ,变换 文法 定义 成 四 元 组 G= (5,V,S,P). 芋 是 字 
母 表 ,又 称 终结 符号 表 .V 是 变量 表 , 又 称 非 终结 符号 表 . S 是 出 
发 符号 ,P 是 生成 规则 (又 称 产生 式 ) 的 集合 . 其 中 2.y 和 已 都 
是 有 限 集 ,5 站 V 二 D(C 是 空 集 ),SEV. 又 令 和 有 分 别 表示 
(EUV)"VCEUV)* 和 (EUV)' 中 的 元 素 , 则 p 中 所 有 的 产生 
式 都 可 以 写 为 a>8 的 形式 , 它 的 含义 是 用 有 鞭 换 a. 并 且 至 少 
在 一 个 产生 式 中 “一 8- 注意 ,上 面 的 规定 说 明了 每 个 产生 式 的 
左 部 至 少 含 Y 中 的 一 个 非 终结 符 ,而 产生 式 的 右 部 可 以 是 空 字 
符 串 .今后 简称 (EUV》' 中 的 元 素 为 串 . 

… 利 用 文法 \G 生成 一 个 语言 的 句子 时 ,首先 取 一 个 Sp 形 
式 的 产生 式 ,用 6 代替 出 发 符号 5, 然后 取 B 中 的 子 串 p, ,使 B 
等 于 某 个 产生 式 的 左 部 a,, 取 该 产生 式 的 右 部 8, 以 置换 8 中 的 
Bi, 使 8 变 成 6' ,然后 再 重复 这 个 过 程 ,直到 囊 中 只 含 终结 符 为 
止 ,此 时 即 得 到 该 语言 中 的 一 个 句子 .为 了 得 到 一 个 新 句子 , 需 
要 再 从 S 出 发 ,重复 刚才 的 置换 过 程 . 由 于 置换 过 程 一 般 不 是 
唯一 的 ,所 以 可 以 不 断 地 得 到 新 的 句子 . 所 有 这 种 句子 之 集合 即 
构成 该 文法 产生 的 语言 .常用 L(G) 表 东 由 文法 G 产生 的 语言 . 

这 料 定 义 的 文法 称 为 零 型 文法 下 面 是 零 型 文法 的 一 个 例 
子 ， 
CI: 一 (2 Vi, S1, Pi), 
Ba6), Vi={A, B, S}, . | {6.1) 
P={S—ASB, S—b, S—é, 
Ab-ra, aB-»>b, AB—b} 
这 个 文法 的 置换 过 程 (今后 称 为 推导 过 程 ) 有 无 穷 多 种 ( 例 
如 第 一 条 产生 式 可 以 反复 使 用 任意 多 次 ) ,但 产生 的 语句 只 有 两 
种 :5 各 其 中 e 是 空 串 ( 空 串 的 定义 是 ;对 任意 字符 串 a:e。a 
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二 a。e 一 a, 其中。 是 串联 接 符 , 书 写 时 可 省 去 ). 

本 书 中 ,我 们 恒 用 大 写字 母 表示 非 终 结 符 ,小 写字 母 表示 终 
结 符 , 因 此 ,今后 只 需 写 出 产生 式 集合 便 可 表示 整个 文法 . 由 于 
零 型 文法 太 广 ,不 便于 研究 ,因而 乔 姆 斯 基 又 定义 了 零 型 文法 类 
的 三 个 子 类 ,它们 一 个 套 一 个 ,分 别称 为 一 型 .二 型 和 三 型 文法 
类 . 

以 ja| 表 示 符 号 串 的 长 度 , 对 零 型 文法 的 所 有 产生 式 加 限 


制 la| 志 |8|, 即 得 到 一 型 文法 .下面 是 一 型 文法 的 一 个 例子 : 
SaSAB, S—>abB, BA->AB, . (6. 2) 


bA—bb, bB-—=be, cB—cc, 

这 个 文法 产生 的 语言 是 {a"b"e"|n 之 1) ,其 中 必 ( 或 如 ,或 c) 
表示 个 a( 或 n 个 5, 或 4 个 c) 的 联接 ,而 a"bre' 表示 w 和 如 和 
c 的 联接 . ， 

如 果 要 求 |je| 王 1, 即 得 到 二 型 文法 . 下 面 是 二 型 文法 的 一 个 
例子 : . 

S—ab, SS->»aSb. | | (6. 3) 

这 个 文法 产生 的 语言 是 fap1 之 1). 、 | 

如 果 再 要 求 二 型 文法 中 产生 式 的 右 部 ( 即 8) 为 aB 或 a, 其 
中 a€3",BEV, 则 得 到 三 型 文法 .下面 是 三 型 文法 的 一 个 例 
子 : : 

一 09， SS 一 18 ， SS 一 0， 9->1 《6. 4) 
”这 个 文法 产生 的 语言 是 全 体 二 进 制 数 的 集合 ,可 以 表 为 {0， 
1 六 ,也 称 为 集合 {0,1) 的 克 林 闭 包 , 它 的 定义 是 : 
{0,1}*={0,1)"—{e}. 

这 四 种 文法 各 有 自己 的 别名 . 零 型 文法 又 称 不 受 限 文法 ,一 
型 文法 又 称 上 下 文 有 关 文 法 ,二 型 文法 又 称 上 下 文 无 关 文 法 ,三 
型 文法 又 称 右 线性 文法 . 其 中 一 型 文法 的 别名 无 需 解释 ,三 型 文 
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法 的 别名 可 从 产生 式 的 形状 直观 看 出 ,二 型 文法 叫 上 下 文 无 关 
文法 是 因为 它 进行 推导 (置换 ) 时 ,可 将 串 中 的 任 一 非 终结 符 4 
用 任 一 以 4 为 左 部 的 产生 式 的 右 部 置换 ,而 不 必 考 虑 4 在 被 置 
换 串 中 的 左 邻 右 舍 ( 即 上 下 文 ) 是 什么 . 例如 , 若 有 产生 式 
4 一 上， A—b, 4 一 c， 

则 串 z464c 可 被 置换 成 以 下 诸 串 中 的 任意 一 个 ;aabAc ,abbAc， 
acbAc ,aAbac,aAbbc, aAbcc, aabac, aabbc, aabcec, abbac , abbbrc, 
abbcc ,acbac ,acppc ,acbcc. 

那么 ,为 什么 一 型 文法 被 称 作 上 下 文 有 关 文 法 呢 ? 这 从 下 面 
的 定理 中 可 以 得 到 答案 : 

定理 6.1 对 每 个 一 者 文法 Gi ,一 定 存在 另 一 个 一 型 文法 
Gzs,Gz 的 产生 式 皆 取 如 下 形式 ， 

a46 一 ~x71. (6. 5) 
其 中 4 是 非 终结 符 ,a、8.7 皆 为 囊 ,使 得 L(G1) 二 L(Gs)。 

可 以 从 这 样 的 观点 来 看 C: 的 产生 式 : 任 意 一 个 串 中 的 非 终 
结 符 4 当 且 仅 当 在 如 下 条 件 下 可 被 另 一 个 串 7 置换 :4 的 左 邻 
是 a 而 右 会 是 8, 这 就 是 上 下 文 有 关 的 含义 . 在 二 型 文法 中 , 产 
生 式 (6. 5) 以 A->7 的 形式 出 现 . 

因此 ,可 以 把 式 (6. 5) 看 成 是 一 型 文法 的 另 一 种 定义 ,今后 ， 
如 有 工 (G1) 二 LCG) 的 情形 (G1、G, 是 任意 文法 ), 称 Gi 和 G, 等 
价 . 

在 详 述 了 四 类 文法 的 定义 以 后 ,细心 的 读者 会 发 现 , 对 我 们 
在 介绍 这 四 类 文法 之 前 说 过 的 一 句 话 ,“ 它 们 一 个 套 一 个 ”, 需 要 
作 一 点 小 小 的 修正 , 因为 一 型 文法 不 允许 产生 式 右 部 为 空 串 e， 
而 二 型 文法 却 可 以 . 只 有 严格 地 排除 了 这 种 例外 以 后 , 才 可 以 说 
二 型 文法 类 是 一 型 文法 类 的 子 类 . 

”必须 注意 把 文法 和 它 生 成 的 语言 严格 区 分 开 来 . 例如 ,从 文 
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法 上 说 , 若 对 二 型 文法 加 以 限制 ,不 允许 它 含 右 部 为 空 串 的 产生 
式 , 则 得 到 二 型 文法 类 的 一 个 严格 子 类 ,但 我 们 却 有 如 下 结果 ， 

定理 6. 2 若 语言 二 能 被 某 个 二 型 文法 生成 , 则 工 一 定 也 
能 被 某 个 不 含 右 部 为 空 串 的 产生 式 的 二 型 文法 生成 . 
换 句 话说 ;加 了 限制 以 后 ,该 子 类 生成 语言 的 能 力 并 未 被 前 

弱 , 因 而 是 原 类 的 一 个 等 价 类 ， 

等 价 文法 类 的 另 一 个 例子 是 : 右 线性 文法 类 等 价 于 如 下 的 
左 线性 文法 类 :要求 二 型 文法 中 产生 式 的 右 部 为 Ba 或 a. 因 之 ， 
右 线 性 文法 类 和 左 线性 文法 类 统称 为 正则 文法 类 . 

今后 , 零 .一 二、 三 型 文法 简单 地 表示 为 .URG,CSG .CFG 
和 RG. 它们 生成 的 语言 分 别称 为 递归 可 枚 举 集 ( 这 个 名 称 的 含 
义 以 后 再 解释 ) ,上 下 文 有 关 语 言 、 上 下 文 无 关 语言 和 正则 语言 
〈 又 称 正则 集 ). 简单 表示 法 分 别 是 RES .CSL.CFL 和 RL. 也 可 
分 别 简称 零 . 一 .二 ` 三 型 语言 . 

各 类 文法 及 语言 之 间 司 的 关系 可 以 大 致 上 概括 如 下 ， 

1.” 型 文法 生成 的 语言 是 型 语言 

2. 若 不 考虑 右 部 为 空 串 的 产生 式 ， 则 对 1<n<3un 型 文法 
同时 也 是 关 一 1 型 文法 . 
3. 对 0<n<&2, 至 少 有 一 个 及 而 文法 不 居 ， 2 十 1 型 文法 . 
4. 每 个 ”型 语言 都 由 一 个 ”型 文法 生成 . 局 
5. 对 0 委 ” 委 2, 至 少 有 一 个 = 型 语言 不 能 由 ”十 1 型 文法 生 
作为 例子 ,可 以 证 明 式 (6. 2) 中 的 一 型 文法 生成 的 语言 
{a"b"c"|n 之 1} 不 能 被 任何 二 型 文法 生成 . 式 (6. 3) 中 的 二 型 文法 
生成 的 语言 {fabr"|n 之 1}) 不 能 被 任何 三 型 文法 生成 . 但 式 (6. 1) 
中 给 出 的 零 型 文法 尽管 是 “真正 的 ” 零 型 文法 (不 是 一 型 文法 ,更 
不 是 二 型 、 三 型 文法 ) , 它 生 成 的 语言 百 {6,8} 却 极其 简单 ,可 直接 
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由 二 型 文 法 {S>6,5 一 e) 生成 . 这 表明 ,尽管 复杂 性 低 的 文法 
(如 三 型 文法 ) 不 能 产生 复杂 性 高 的 语言 ,复杂 性 高 的 文法 (如 零 
型 文法 ) 却 可 能 产生 复杂 性 很 低 的 语言 . 另外 ,关于 不 是 一 型 语 
言 的 零 型 语言 的 例子 将 在 以 后 给 出 . 

上 面 我 们 介绍 了 乔 姆 斯 基 的 文法 体系 ,介绍 了 该 体系 中 的 
四 大 类 文法 . 每 个 文法 可 以 其 生成 语言 的 能 力 而 被 看 成 是 一 种 
计算 装置 . 不 过 这 种 计算 装置 的 描述 不 象 图 灵机 那样 是 过 程 性 
的 ( 即 在 给 定 当前 状态 和 当前 符号 的 前 提 下 ,告诉 你 每 一 步 怎么 
走 ), 而 是 说 明 性 的 ( 即 只 给 出 一 组 计算 规则 ,要 你 自己 去 推导 ). 
既是 计算 装置 ,就 可 以 比较 其 计算 能 力 . 可 以 证 明 :和 零 型 文法 类 
在 如 下 两 个 定理 的 意义 上 与 图 灵机 有 相间 的 计算 能 力 . 

定理 5.3 给 定 任意 的 零 型 文法 G, 它 生成 的 语言 L(G) 可 
被 一 图 灵机 了 识别 . 

证 明 大 意 : 构 造 一 台 三 带 图 灵机 ,第 一 条 送 为 输入 带 ， 上 上面 
有 工 (G) 中 的 任 一 句 季 5， 第 二 条 带 上 放 着 G 的 全 体 产生 式 , 这 
条 带 也 是 只 读 的 (不 写 内 容 ), 第 三 条 带 的 初始 内 容 是 G 的 出 发 
符号 8, 以 后 随 着 推导 的 进行 ,S 成 为 一 个 (可 以 兼 含 终结 符 与 
非 终结 符 的 ) 串 . 由 于 产生 式 集 是 有 限 的 ,因此 每 一 步 可 用 的 置 
换 ( 或 称 椎 导 ) 方 式 也 只 有 有 限 多 种 . 图 灵机 的 算法 可 以 这 样 地 
设计 ,使 它 在 反复 推导 的 过 程 中 遍历 各 种 选择 的 可 能 性 . 并 且 ， 
每 当 第 三 条 带 上 的 串 只 含 终结 符 时 , 即 与 第 一 条 带 上 的 输入 进 
行 比较 ,如 果 相 辣 则 停机 ,表示 接受 该 输入 句子 . 否则 抹 去 这 个 
终结 符 串 , 重 写 $, 重 新 推导 . 由 于 g 可 以 是 L(G) 中 的 任意 句 
子 , 这 个 图 灵机 能 识别 的 句子 全 体 正好 是 L(G). 对 于 非 L(G) 
中 的 句子 , 它 是 不 会 停机 的 (除非 L(G) 是 有 限 集 )， 

定理 6.4 如 果 语 言 L 能 被 一 图 灵机 所 识别 , 那 末 它 也 一 
定 能 被 一 个 零 型 文法 生成 . 
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看 到 零 型 文法 类 和 图 灵机 有 相同 的 计算 能 力 ,我 们 不 禁 要 
问 : 是 否 存在 和 其 它 各 型 文法 有 相同 计算 能 力 的 计算 装置 呢 ?由 
于 各 型 文法 的 计算 能 力 是 不 一 样 的 ,它们 一 个 比 一 个 弱 , 因 此 ， 
如 果 存 在 与 一 .二 、 三 型 文法 有 对 应 计算 能 力 的 装置 ,它们 一 定 
是 对 图 灵机 能 力 的 某 种 限制 ,这 类 计算 装置 (包括 图 灵机 在 内 ) 
统称 自动 机 , 事实 上 ,人 们 已 经 研究 出 了 各 式 各 样 不 同 于 图 灵机 
的 计算 装置 . 这 些 装置 或 者 和 图 灵机 等 价 ( 有 相同 的 计算 能 力 )， 
或 者 在 能 力 上 弱 于 图 灵机 . 已 经 证 明 : 与 一 .二 、 三 型 文法 有 相同 
计算 能 力 的 自动 机 确实 存在 ,让 我 们 来 一 一 地 给 以 介绍 . 

有 穷 自动 机 ” 它 有 -- 个 有 限 的 状态 集 和 一 个 有 限 的 (输入 ) 
符号 集 . 从 初始 状态 开始 , 它 每 一 次 都 根据 当前 状态 和 当前 ( 输 
入 ) 符 号 来 决定 进入 哪个 新 状态 ,直到 进入 煞 结 状态 为 止 . 它 的 
控制 函数 可 以 表 为 | 

(状态 ,符号 )- 一 >( 状 态 ). (6.6) 
有 的 有 穷 自动 机 也 可 以 输出 符号 , 它 带 有 一 个 有 穷 的 输出 符号 
集 . 相应 的 控制 函数 是 ， 

(状态 ,入 符 )- 一 > (状态 ,出 符 )， (6.7) 
因此 ,有 穷 自 动机 与 图 灵机 的 主要 区 别 是 它 没有 移动 操作 ,并且 
输出 的 符号 不 会 青 行 输入 . 后 面 一 个 区 别 的 含义 是 :输出 的 符号 
不 会 再 次 利用 . 也 就 是 说 ,有 穷 自动 机 没有 存储 的 概念 . 

举 一 个 实例 ,设计 … 个 电 铃 开门 器 . 来 访客 人 可 给 三 种 信 
导 ; 长 声 、 短 声 和 无 声 . 主人 规定 密码 :只 有 在 连续 给 2 个 有 声 
信号 然后 接 无 声 信号 时 门 才 自 动 开 启 ,其 中 是 奇数 ,并 且 2 
个 有 声 信号 中 包括 个 长 声 和 个 短 元 (任意 排列 ), 则 实现 此 
电 铃 开门 器 的 有 穷 自动 机 如 第 58 面 的 图 所 示 , 其 中 圆圈 内 是 状 
态 , 弧 的 旁边 是 输入 符号 . 

现在 考察 有 穷 自动 机 加 上 存储 功能 以 后 的 计算 能 力 . 像 图 
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灵机 一 样 ,这 里 也 是 利用 -条 带子 作 存储 符号 之 用 . 但 是 不 应 多 
许 在 带子 上 随便 存 和 随便 放 , 否 则 ,就 要 和 图 灵机 等 价 了 ,也 就 
是 得 不 出 新 类 型 的 自动 机 了 . 

通常 规定 的 符号 存 取 方 式 称 为 栈 ,其 特点 是 : 先 存 的 符号 后 
用 ,后 存 的 符号 先 用 . 古人 去 ;譬如 积 薪 , 后 来 居 上 ” 先 砍 的 柴 
堆 在 下 面 ,后 砍 的 柴 堆 在 上 面 ,使 用 时 , 先 烧 上 面 的 ,后 烧 下 面 
的 . 又 如 一 个 人 吃 菜 喜欢 吃 新 鲜 的 ,尽管 天 天 买 菜 塞 在 冰箱 里 ， 
吃 的 时 候 总 是 先 吃 最 后 买 的 . 这 种 栈 常 称 为 下 推 栈 ,具有 下 推 栈 
的 自动 机 称 为 下 推 自动 机 . 

举 一 个 实例 . 利用 下 列 下 推 自动 机 可 以 识别 语言 (ab" |n 之 
1} , 它 的 控制 函数 如 下 面 所 示 : 

1, 初始 状态 go: 输 入 符号 为 a 则 进 栈 ,并 进入 状态 gi, 否则 
拒绝 输入 . 

2.g1: 输 入 符号 为 a 则 进 栈 并 进入 状态 9 ,为 则 从 栈 顶 退 
出 一 a 并 进入 状态 4, 否则 拒绝 输入 . 

3.qz: 输 入 符号 用 尽 且 栈 顶 为 空 则 进入 状态 q;, 输 入 符号 为 
5 且 栈 顶 不 空 则 从 栈 顶 退出 一 a 并 进入 状态 qs. 其 它 情况 皆 拒 
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绝 输 入 . 
4. gs: 识 别 成 功 ,输入 符号 串 被 接受 . 
栈 的 示意 图 如 下 : 


栈 项 一 


下 面 要 引入 我 们 感 兴趣 的 第 三 类 自动 机 , 称 为 线性 有 界 自 
动机 . 对 图 灵机 读 写 头 的 移动 操作 给 以 限制 ,不 许 它 移出 带 上 的 
输入 数据 区 之 外 ,就 得 到 线性 有 界 自动 机 . 该 类 自动 机 获得 这 个 
名 字 的 原因 是 由 于 下 列 定理 

定理 6.5 如 果 把 线性 有 界 自动 机 的 上 述 定义 放宽 为 “不 
许 它 移出 带 上 的 输入 数据 区 经 某 个 事先 给 定 的 线性 函数 放大 以 
后 的 区 域 之 外 ”, 则 它 的 计算 能 力 不 会 增强 . 

例如 , 设 为 任意 给 定 的 正 数 , 则 把 读 写 头 移动 范围 限制 在 
/个 格子 内 或 &* 1 个 格子 内 ,其 计算 能 力 是 一 样 的 . 这 里 /是 输 
入 数据 区 的 长 度 . 

在 把 上 述 三 类 自动 机 和 乔 姆 斯 基 的 文法 类 给 出 对 应 关系 之 
”前 ,还 需要 补充 引进 一 个 十 分 重要 的 概念 , 即 非 确定 型 自动 机 的 
概念 . 给 定 当前 状态 和 当前 输入 符号 以 后 ,如 果 自 动机 的 控制 函 
数 是 多 值 的 , 亦 即 它 有 不 止 一 种 操作 可 供 选 择 , 有 不 止 一 种 新 状 
态 可 供 进入 , 则 称 此 自动 机 为 非 确定 型 的 .对 于 这 种 自动 机 来 
说 ,只 要 存在 一 条 操作 序列 ,使 输入 句子 被 接受 , 即 认为 此 输入 
句子 是 被 接受 的 . 例如 ,下 面 两 个 有 穷 自动 机 接受 同样 的 语言 
{ab"c,ad"e|n 之 0,m 之 0), 但 左面 那个 是 不 确定 型 的 ,而 右面 那 
个 是 确定 型 的 . 其 中 go 是 初始 状态 ,gq 和 gs 是 终结 状态 . 
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进 栈 


现在 可 以 给 出 本 章 中 最 重要 的 定理 ， 

定理 6.6 零 型 .一 型 ,二 型 和 三 型 文法 的 计算 能 力 分 别 相 
当 于 非 确定 型 的 图 灵机 、 非 确定 型 的 线性 有 界 自动 机 、 非 确定 型 
的 有 一 个 下 推 栈 的 ) 下 推 自动 机 和 非 确定 型 的 有 穷 自 动机 ， 

前 面 给 出 的 两 个 定理 是 本 定理 的 特殊 情形 . 注意 这 里 用 到 
的 都 是 非 确 定型 的 自动 机 ,那么 它们 和 确定 型 自动 机 的 关系 如 
何 呢 ? 我 们 有 ， 

定理 6.7 确定 型 和 非 确定 型 图 灵机 的 计算 能 力 相当 . 

定理 6.8 确定 型 下 推 自动 机 的 计算 能 力 小 于 非 确定 型 下 
推 自动 机 的 计算 能 力 ， 
定理 6.9 确定 型 和 非 确定 型 有 穷 自 动机 的 计算 能 力 相 

这 里 唯 独 没有 提 到 确定 型 线性 有 界 自动 机 及 其 非 确定 型 之 

闻 的 关系 , 从 定义 可 知 ,前 者 的 计算 能 力 肯 定 不 会 超过 后 者 . 但 
到 底 是 等 于 还 是 小 于 后 者 ? 这 可 是 困惑 了 数学 家 们 已 数 十 年 之 
久 的 一 个 难题 ,至 今 尚 未 解决 . 

下 面 的 定理 可 以 作为 上 述 知 识 的 补充 , 

定理 6.10 ” 带 两 个 下 推 栈 的 有 穷 自 动机 在 计算 能 力 上 等 
价 于 图 灵机 . 
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第 七 章 ”计算 机 和 高 级 语言 


一 一 计算 能 力 相同 ,万 变 不 离 其 宗 


从 第 二 章 到 第 六 章 , 我 们 给 出 了 五 种 理论 计算 模型 ,研究 理 
论 是 为 了 解决 实际 问题 ,理论 模型 最 后 要 落实 到 实际 的 计算 模 
型 上 来 ,这 就 是 各 式 各 样 计算 机 以 及 在 计算 机 上 运行 的 计算 机 
语言 .这 一 章 ,我 们 要 说 一 说 实际 的 计算 模型 . 

实际 的 计算 模型 首先 是 电子 计算 机 的 体系 结构 . 现代 电子 
计算 机 的 基本 设计 思想 来 自 著名 数学 家 冯 。 诺 依 昌 . 这 与 1945 
年 电子 计算 机 刚 诞生 的 时 候 有 很 大 的 不 同 . 第 一 台电 子 计算 机 
艾 尼 亚 克 的 运算 需要 由 人 来 控制 . 为 了 算 一 道 题 ,要 由 人 事先 把 
完成 加 、 碱 , 乘 , 除 等 各 类 操作 的 计算 部 件 像 搭 积木 一 样 地 措 起 
来 , 如 果 换 一 道 题 ,又 得 把 这 些 部 件 分 解 开 来 ,根据 新 的 要 求 重 
新 组 装 , 构 成 新 的 解 题 布局 ,这 是 非常 浪费 时 间 的 . 有 人 注意 到 ， 
在 那 种 计算 机 上 算 一 个 宕 级 数 的 前 七 项 ,准备 工作 至 少 需要 15 
分 钟 , 而 计算 只 需 1 秒 钟 . 

冯 。 诺 依 曼 和 他 的 同事 们 发 现 了 这 个 阻碍 计算 机 充分 发 挥 
其 作用 的 问题 ,他 们 在 1946 年 发 表 了 一 份 报告 ,其 中 提出 不 仅 
应 该 把 待 计算 的 数据 放 在 计算 机 里 (这 相当 于 图 灵机 带子 上 的 
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数据 ) ,而 且 应 该 把 程序 (计算 机 解 题 步骤 ,相当 于 图 灵机 的 控制 
函数 ) 也 放 在 计算 机 里 ,这 样 ,换算 一 道 新 题 时 就 不 需要 采取 改 
变 计 算 机 结构 的 “ 硬 ” 办 法 ,而 只 需 采 取 改 变 计算 机 中 的 程序 (这 
是 广义 意义 下 的 数据 ) 的 “ 软 ” 办 法 , 冯 。 庄 依 曼 的 思想 为 英国 数 
学 家 威 尔 克 斯 所 实现 . 他 领导 研制 的 计算 机 埃 特 沙 克 克服 了 艾 
尼 亚 克 “执行 快 ,计划 慢 ” 的 矛盾 ,在 技术 上 (因此 也 在 计算 速度 
上 ) 来 了 个 飞跃 . 由 于 这 个 原因 , 今 今天 的 计算 机 常 被 称 为 存 凡 各 
序 计算 机 ,或 干脆 称 为 汉 ， 诺 依 曼 计算 机 . 

吗 。 诺 依 曼 计算 机 的 基本 原理 并 没有 背离 图 灵机 ,只 是 根 
据 实用 要 求 作 了 重新 设计 . 它 由 五 个 基本 部 份 组 成 , 即 运算 器 、 
控制 器 .存储 器 .输入 器 和 输出 器 . 事实 上 ,存储 器 至 少 还 分 为 内 
存储 器 和 外 存储 器 两 部 份 . 这 样 ,计算 机 的 最 基本 部 件 就 分 成 了 
运算 、 控 制 .内 存 、 外 存 . 输 入 和 输出 六 部 份 . 前 三 部 份 通常 称 为 
主机 ,其 中 前 两 部 份 合 称 中 央 处 理 器 ,最 后 三 部 份 通常 称 为 计算 
机 的 外 部 设备 . 需要 说 明 的 一 点 是 :由 ea 
快 ,我 们 不 可 能 详细 描述 今日 计算 机 的 各 种 技术 细节 . 读者 只 
把 我 们 上 面 说 的 看 成 是 计算 机 体系 结构 的 一 种 最 简单 模型 . 

需要 计算 机 算 题 时 ,把 所 需 的 数据 (例如 a.5、c) 和 算 题 的 
程序 (例如 ,根据 公式 (--4 士 YF 一 4ac)/2a 编 成 的 程序 ) 按 规定 
格式 准备 好 . 其 中 程序 写成 一 连 串 指令 的 形式 ,指令 是 计算 机 能 
做 的 最 基本 的 操作 . 指令 之 于 计算 机 , 钨 如 琴键 之 于 钢琴 ,或 图 
灵机 的 基本 操作 ( 读 写 ,移动 ,改变 状态 ) 之 于 图 灵机 , 计算 机 被 
-启动 后 ,首先 由 输入 器 把 数据 和 程序 输入 计算 机 内 , 放 入 内 存储 
器 或 外 存储 器 中 . 开始 算 题 时 ,控制 器 把 所 需 的 数据 和 程序 调 入 
内 存储 器 中 (如 果 是 在 外 存储 器 中 的 话 ,否则 不 需 这 一 步 ), 并 逐 
条 取出 指令 交 给 运算 名 去 执行 ,运算 的 结果 则 由 输出 器 输出 给 
用 户 . 
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人 们 常 把 计算 机 称 为 电脑 ,其 实 ,由 运算 器 .控制 器 和 存储 
器 构成 的 主机 才 是 真正 的 电脑 ,其 中 存储 器 起 着 记忆 的 作用 , 运 
算 器 和 控制 器 起 着 思考 和 解决 问题 的 作用 ,. 存储 器 划分 为 许多 
单元 ,每 个 单元 都 有 地 址 . 每 个 单元 能 放 多 少 个 二 进位 称 为 这 人 台 
机 器 的 字 长 , 字 长 通常 为 2 的 整数 次 方 . 例如 ,用 于 控制 洗衣 机 
的 微电脑 字 长 一 般 为 4, 旱 期 的 微型 机 字 长 一 般 为 8, 小 型 机 字 
长 一 般 为 16, 现在 微型 机 字 长 起 码 是 16 ,高 档 微 机 的 字 长 达 
32. 每 8 位 称 一 个 字 节 ,每 一 个 或 两 个 字 节 放 一 个 数 或 一 条 指 
令 .计算 机 的 存储 容量 以 K 字 节 作为 单位 计算 ,K=1024.PC 机 
( 即 个 人 计算 机 , 它 是 自前 国内 外 使 用 最 广 的 微机 ) 的 内 存 容量 
均 在 512K 或 640K 字 节 以 上 . 
` 根据 诺 依 曼 的 建议 ,计算 机 中 的 数 均 表 示 为 二 进 制 的 形式 . 
一 个 二 进 制 数 的 每 一 位 是 0 或 1. 二 进 制 数 和 十 进 制 数 的 主要 
区 别 是 :把 着 十 进 一 改 为 过 二 进 一 , 例 如 ,十 进 制 数 228 化 成 二 
进 制 便 是 11100100. 实际 上 ,不 但 是 通常 意义 上 的 数 ,就 连 程 
序 , 符 号 等 一 切 需 由 计算 机 处 理 的 对 象 ( 统 称 数 据 ) 也 都 以 二 进 
制 数 的 形式 存放 在 计算 机 里 . 用 二 进 制 表示 的 程序 称 为 机 器 语 


言 的 程序 , 它 的 全 体 指 令 构成 的 集合 ,就 是 这 台 机 器 的 机 器 语 


言 ,不 难 想象 ,用 机 器 语言 来 编写 程序 是 一 件 极其 嫁 琐 上 且 极 容易 
出 错 的 事 . 为 了 克服 这 个 困难 ,人 们 又 设计 了 各 种 比较 高 级 或 相 
当 高 级 的 语言 来 代替 机 器 语言 . 这 种 语言 比较 接近 人 在 日 常生 
活 中 或 数学 计算 中 使 用 的 语言 ,摆脱 了 机 器 语言 的 各 种 细节 , 因 
而 使 用 方便 , 深 受 骨 户 的 欢迎 , 但 计算 机 只 懂得 它 自己 的 机 器 语 
言 ,为 了 用 高 级 语言 同 计算 机 打交道 ,必须 找 一 个 “翻译 ”, 把 用 
高 级 语言 写 的 程序 翻译 成 计算 机 能 懂 的 机 器 指令 程序 ,这 种 翻 
译本 身 也 是 一 个 程序 , 称 为 编译 程序 . 

为 了 说 明 高 级 语 育 是 一 个 什么 样子 ,本 章 向 读者 介绍 一 种 
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非常 简单 而 又 相当 流行 ,拥有 大 量 用 户 的 高 级 语言 , 即 BASIC 
语言 . 一 个 BASIC 程序 由 一 串 BASIC 语句 组 成 .粗略 地 说 ,每 
一 个 语句 就 是 一 步 . 计算 机 按照 先后 次 序 逐 一 执行 各 BASIC 语 
句 . 当 执行 到 语句 END 时 , 它 知道 任务 已 完成 ,于 是 结束 运行 ， 
等 待 算 下 一 个 题目 . 

一 个 BASIC 语句 的 构造 分 成 三 部 份 : 句 帽 , 句 头 、 句 身 . 句 
帽 是 一 个 非 负 整数 ,指示 该 语句 的 所 在 位 置 , 称 为 标号 . 除非 在 
程序 中 特别 指明 改变 执行 次 序 ,否则 总 是 按 标号 从 小 到 大 地 执 
行 各 语句 . 句 头 是 一 个 英文 单词 ,表示 本 句 要 做 什么 事情 ， 它 称 
为 该 语句 的 关键 词 . 句 身 就 是 该 语句 要 做 的 囊 . 带 例 来 说 ， 

428 LET X=1992X2+28 
就 是 一 个 完整 的 语句 .标号 为 428, 关 键 词 是 LET ,一 般 表示 要 
求 执行 某 种 计算 ,而 句 身 1992X2 十 28 是 计算 的 具体 内 容 . 计算 
结果 存 入 鲜 中 ,X 称 为 变量 . 

如 果 我 们 要 继续 计算 z 的 平方 ， 则 可 以 再 写 一 个 语 匀 

432 LET Y=X¢?2, 7 
其 中 + 是 乘客 符号 ,表示 把 的 平方 值 算出 来 后 存 入 了 中 ,Y 
也 是 变量 . 执行 完 这 个 请 句 后 了 的 值 已 算出 ,但 仍 在 计算 机 里 ， 
肉眼 是 看 不 见 的 . 为 了 要 知道 它 是 什么 ,必须 要 求 计算 机 输出 这 
个 值 .语句 

435 PRINT Y 
可 以 完成 这 个 任务 . 

容易 看 到 ,仅仅 有 JET 语句 是 很 不 方便 的 , 比如 要 计算 从 
1 到 10000' 之 间 每 个 数 的 平方 值 , 如 用 上 述 办 法 ,至 少 要 写 一 万 
个 句子 ! 这 怎么 行 ? 较 好 的 办 法 是 用 程序 告诉 计算 机 :请 算 一 
万 次 平方 值 ,第 一 次 算 1 的 平方 ,以 后 每 次 加 1, 一 直 算 到 10000 
的 平方 为 止 . ?这 句 话 用 程序 写 出 来 就 是 ， 
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439 FOR I=1 TO 10000 

440 LET Y=I(2 

441 PRINT Y 

442 NEXT JI 
第 一 句 是 BASIC 中 的 循环 开始 语句 ,第 四 名 是 循环 结束 语句 .7 
叫做 循环 变量 , 它 指示 循环 从 哪里 开始 (IT=1), 到 何 时 为 止 (7 一 
10000). 四 个 句子 合 在 一 起 构成 一 个 循环 . 

也 可 以 换 一 种 方式 写 ;. 

455 LET I=1 

456 LET Y=I12 

457 PRINT Y 

458 LET I=I+1 

459 IF 7<10001 THEN 455 

这 里 又 出 现 一 种 新 的 语句 , 它 叫 条 件 语句 ,其 关键 词 是 IF. 
标号 为 459 的 语句 的 意思 是 : 当 计 算 机 执行 到 这 里 时 ,如 果 变 量 
的 值 小 于 10001, 则 离开 正常 的 执行 路 线 ( 我 们 在 前 面 说 过 , 正 
常 的 执行 路 线 应 该 是 按 次 序 逐 句 执行 的 ), 转 去 执行 标号 为 455 
的 语句 , 从 语句 458 可 以 看 出 , 它 每 被 执行 一 次 ,7 的 值 都 要 增 
加 1. 执行 一 万 次 后 了 的 值 变 成 10001 ,语句 459 的 条 件 不 再 满 
足 , 于 是 不 再 转 回 到 语句 455 处 ,而 是 按 正常 顺序 继续 执行 459 
以 后 的 语句 . 

请 注意 , 切 莫 把 语句 458 中 的 T=7 十 1 看 作 数 学 上 的 相等 
关系 , 它 只 意味 着 把 变量 7 的 值 加 1, 再 送 回 7 中 ， 

现在 提出 一 个 问题 :假定 其 市 一 至 十 二 月 逐 月 产值 为 3.8， 
4.2,5.3,6.1,5.6,4.8,7.3,4.5,6.4,5.8,4.7,6.5( 亿 元 ) ,该 市 
计 委 要 统计 每 季 平 均值 和 全 年 平均 值 , 则 可 编 如 下 程序 ， 

507 LET 4=(3.8 十 4,.2 十 5.37/3 
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508 
509 
510 
511 
512 


511 


512 
“513 
514 
515 
516 
517 
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LET 
LET 
LET 
LET 


B=(6. 1 十 5. 6 十 4. 8)/3 
C=(7. 3 十 4. 5 十 6. 4)/3 
万 一 (5. 8 十 4.7 十 6. 5)/3 
E=(A+B+C+D)/4 


PRINT A,B,C,D,E 
这 个 程序 好 不 好 ? 不 算 太 好 . 它 只 能 供 该 市 计 委 使 用 ,不 能 

供 其 它 地 方 使 用 ,因为 产值 不 会 完全 一 样 .不仅 如 此 , 它 还 只 能 

供 该 市 当年 使 用 ,因为 明年 的 产值 也 不 会 完全 一 样 , 比较 好 的 办 

法 是 使 用 输入 语句 INPUT. 

INPUT P,P;,P;,P,,P;, Po, P,Ps, Ps Pio, Pn, 


LET 
LET 
LET 
LET 
LET 


Pi 
A= (Pi 二 Pst+ Ps)/3 
B= (P,Ps+P6)/3 
C=(P,++Ps+P,)/3 
D= (Po Pi 二 P12)/3 
E=(A+B+C+D)/4 


PRINT A,B,C,D,E 

当 计 算 机 执行 到 INPUT 语句 时 , 它 就 会 停 下 来 ,并 显示 
INPUT? 字样 以 提示 用 户 输入 .等 用 户 把 12 个 数 都 输入 完毕 后 
再 继续 计算 . 由 于 避免 写 出 具体 数据 ,这 个 程序 现在 已 经 对 所 有 
地 方 和 所 有 年 份 都 通用 了 . 

有 的 读者 会 注意 到 ,512 到 515 这 四 名 形式 完全 一 样 ,是否 
能 简化 一 些 呢 ? 可 以 .BASIC 提供 一 种 语句 , 叫 自 定义 函数 . 应 
用 这 种 功能 ,本 例 可 写 为 ， 

518 DEF FNA(X,Y,Z)=(X+Y+2)/3 

519 INPUT P,P;,P;, P,P:, Pe, P,Ps, Ps, Po Pn, 


Pi: 


520 LET A=FNA(P,P,,P;) 

521 LET B=FNA(P,,P;,P;) 

522 LET C=FNA (P,Ps,P,) 

523 LET D=FNA(P,, Pn, Py) 

524 LET E=(A+B+C+D)/4 

525 PRINT A,B.C,D,E 

这 里 DEF 是 关键 词 , 它 定义 了 一 个 名 叫 FNA 的 函数 ,该 
函数 的 任务 是 计算 表达 式 (X 十 Y 十 Z)/3, 在 语句 520 到 523 中 
该 函数 被 调用 四 次 ,每 次 用 不 同 的 值 计 算 . 

再 一 个 问题 ;假如 该 市 计 委 不 仅 要 计算 总 产值 的 季 平 均 和 
年 平均 ,还 要 计算 钢铁 .水泥 玻璃 、 化 肥 , 棉 纱 、 电 机 、 自 行车 等 
行业 的 季 平 均 和 年 平均 产值 ,这 个 程序 是 否 还 能 用 呢 ? 当然 ,我 
们 可 以 使 用 前 面 介绍 过 的 循环 语句 ,但 这 样 就 必须 把 所 有 行业 
的 数据 一 口气 算 完 , 如 果 要 求 的 不 是 一 口气 算 完 ,而 是 在 计算 各 
行业 平均 产值 的 中 间 穿 插 以 一 些 其 它 计 算 , 则 循环 语句 就 显得 
无 能 为 力 了 . 为 了 解决 这 个 癌 题 , 可 以 把 这 有 段 程序 改写 成 子 程 

526 _ RETURN 
从 519 行 到 526 行 的 这 段 程 序 称 为 一 个 子 程序 . 子 程序 只 需 书 
写 一遍 , 在 整个 程序 中 无 论 什 么 地 方 用 到 它 时 只 需 写 一 个 语句 

(标号 ) GOSUB 519 
它 叫 转子 语句 ,作用 是 告诉 计算 机 :请 执行 一 遍 从 519 语句 开 
始 ,直到 第 一 个 RETURN 语句 ( 即 526 语句 ) 为 止 的 那 段 程 
序 .” 由 此 可 见 , 子 程序 是 极其 有 用 的 一 个 工具 . 

这 守 不 打算 系统 讲 入 BASIC, 而 只 是 想 通 过 BASIC 这 个 
例子 ,介绍 以 高 级 语言 形式 出 现 的 实际 计算 模型 . 

最 早 的 高 级 语言 大 约 逛 生 于 1945 年 ,是 德国 人 楚 译 为 他 的 
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”2 一 4 计算 机 设计 的 Plan Calcul, 比 第 一 台电 子 计算 机 的 出 现 还 
要 早 几 个 月 . 在 电子 计算 机 上 实现 的 第 一 个 高 级 语言 是 美国 万 
尼 伐 克 公 司 于 1952 年 研制 成 功 的 Short Code. 而 真正 得 到 推广 
使 用 ,至 今 仍 在 流行 的 第 一 个 高 级 语言 则 是 由 著名 计算 机 科学 
家 巴 科 斯 设计 ,并 于 1956 年 首先 在 美国 IBM 公司 的 计算 机 上 
实现 的 FORTRAN 语言 . 

早期 的 高 级 语言 主要 适用 于 科学 和 工程 计算 ,其 代表 作 有 
FORTRAN 和 ALGOL60 , 均 已 流行 全 世界 ,但 ALGOL60 在 
美国 使 用 较 少 ,而 且 自 ,70 年 代 以 来 已 逐步 走 下 坡 路 , 计算 机 应 
用 进入 商业 和 行政 管理 领域 后 ,出 现 了 COBOL 和 RPG 等 便于 
商界 使 用 的 语言 . 近年 来 ,这 类 语言 和 数据 库 及 电子 报表 软件 等 
结合 ,形成 了 一 批 更 方便 使 用 的 所 谓 第 四 代 语 言 . 自 70 年 代 开 
始 ,简单 实用 、 可 靠 性 强 的 PASCAL 语言 异军突起 ,在 全 世界 广 
证 使 用 ,但 进入 80 年 代 以 后 , 它 的 地 位 叉 逐 源 被 更 实用 的 C 语 
言 所 取代 . 大 型 语言 的 特点 是 功能 齐全 ,但 早期 的 PL/1 和 AL- 
GOL68 都 不 太 成 功 , ?0 年 代 开 始 设计 , 80 年 代 开始 使 用 的 
ADA 是 新 一 代 大 型 语言 ,以 军用 为 主要 目标 . 

据 统计 ,全 世界 的 计算 机 语言 起 码 有 几 千 种 ,这 许多 语言 
然 功能 各 有 异 , 但 是 从 可 计算 性 的 角度 看 ,它们 的 计算 能 力 却 都 没 
有 超过 图 灵机 . 实际 上 ,它们 的 计算 能 力 都 等 价 于 图 灵机 . 已 经 
证 明 ,一 个 计算 机 语言 只 要 除了 赋值 语句 ( 即 BASIC 中 的 LET 
语句 ) 之 外 ,还 包括 顺序 语句 (由 两 个 或 两 个 以 上 的 语句 顺序 组 
合 而 成 ) ,条件 语句 和 循环 语句 ,那么 它 的 计算 能 力 即 相当 于 图 
灵机 . 这 里 当然 要 排除 各 种 技术 上 的 限制 ,如 变量 的 个 数 ,程序 
的 长 度 , 数 据 的 精度 等 等 . 

除了 图 灵机 之 外 ,其 它 各 种 理论 计算 模型 也 都 在 实际 计算 
模型 中 有 所 反映 . 以 递归 函数 为 例 ,第 三 章 中 讲 了 定义 在 整数 集 
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上 的 递归 函数 ,这 并 不 是 一 种 限制 ,完全 可 以 相应 地 研究 定义 在 
字符 串 上 的 递归 函数 . 设 已 给 定 字母 表 3= {a,6), 则 相应 的 定 
义 是 
1. 基本 的 原始 递归 函数 . 
(1) 后 继 函 数 ， 
consa(Z) 一 0Cx， 
consb(r)=br. 
(2) 零 函 数 :ni1(z) 二 ce， 为 空 串 . 
(3) ”单位 函数 v(x ，… ,Zz,) = Zi. 
2. 施行 于 原始 递归 函数 之 上 的 操作 . 
(1) 组 合 操作 (函数 复合 ). 
若 已 知 f,g1,…,g, 是 原始 递归 函数 , 则 
h xi Tm) = fg ris Tm) ss En Tl" Tm )) 
也 是 原始 递归 函数 . 
(2) 原始 递归 操作 . 
车 已 知 fgi、g; 是 原始 递归 函数 , 则 通过 下 列 方式 定义 的 
h 也 是 原始 递归 函数 . 
a) 当 n=1 时 ， 
h(e) 一 w,wE€3' ,任意 
hlaz)=gi(z,h(r)), 
: hz) = gr hr)). 
b》 当 n>>1 时， 
hl€, Zoo) 一 了 Ta ,TL ) 
疡 (aziyZay Ta) == BT hr Hs) go) 
六 (bz Tas Ts) = go CT hh Ti Ts) ya) 
3. 部 分 递归 函数 . 
(1) ”原始 递归 函数 都 是 部 分 递归 函数 : 
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(2) 组 合 操作 和 原始 递归 操作 施行 于 部 分 递归 函数 后 得 
到 的 仍 是 部 分 递归 函数 . 
(3) f(e) 二 | (表示 无 定义 ) 是 部 分 递归 函数 . 
(4) 令 ply;yXi,…,z,) 是 一 个 只 取 真 , 假 和 | (无 定义 ) 三 
种 值 的 部 分 递归 函数 (又 浆 部 分 递归 谓词 ) ,函数 了 定义 为 : 
| f(ysyTi… ZT) 二 车 p(y, ,… ;zxz,) 取 真 值 则 为 y 否则 为 
fnexty), Zi, ,Ln), 
则 有 Cz zz) 王 er …yzo) 是 部 分 递归 函数 ,其 中 next(z) 
表示 在 3* 中 的 按 字典 排序 仅 次 于 z 的 那个 字 . 
不 难看 出 ,上 述 定义 与 定义 在 整数 上 的 极 小 化 操作 相当 ， 
著名 计算 机 科学 家 麦卡锡 以 字符 串 上 的 部 分 递归 函数 为 理 
论 基础 ,设计 了 一 种 适合 于 字符 处 理 的 LISP 语言 ,该 语言 的 计 
算 能 力也 与 图 灵机 相当 ,但 由 于 符号 处 理 上 的 方便 ,常用 于 语言 
文字 ,乐谱 ,棋谱 及 各 种 符号 推理 领域 ,因而 有 人 工 智能 语言 之 
称 . | 
理论 计算 模型 应 用 于 实际 计算 模型 的 另 一 个 例子 是 数理 逻 
辑 . 考察 具有 下 列 形式 的 谓词 演算 合式 公式 的 子 集 : 
4V4V…V4， (7. 1) 
其 中 每 个 4; 是 一 个 原子 公式 ,简称 原子 . 原子 可 以 是 正 的 或 负 
的 . 正 原子 是 普通 的 谓词 , 负 原子 是 谓词 前 加 一 个 非 符号 ,这 种 
形式 的 公式 称 为 子 句 . 如 果 限 制 每 个 子 句 中 至 多 有 一 个 正 原子 ， 
则 称 为 Horn 子 句 . 
按照 谓词 演算 的 等 价 关系 把 Horn 子 句 改换 一 个 形式 ， 就 
可 以 知道 它 的 含义 . 实际 上 
~PIV~PyV*" V~P, 1V ~P.VP 
等 价 于 . 
Pi APs AN: AP. APP. (7. 2) 
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它 表示 ,如 果 从 Pi 到 P. 诸 个 条 件 都 成 立 , 则 PP 也 成 立 . 柯 伐 
尔 斯 基 和 柯 墨 拉 瓦 尔 以 Horn 子 句 为 基础 提出 了 一 种 新 型 的 计 
算 机 语言 PROLOG, 这 个 名 字 是 “逻辑 程序 设计 ?的 简写 , 它 的 
每 个 语句 ( 称 为 规则 ) 就 是 像 式 (7. 2) 那 样 的 一 个 蕴含 式 ,但 在 书 
写 方式 上 改 为 : 

P:—Pi,P:, ,PP,. (7. 3) 

当 式 《7. 3) 的 右 部 为 空 时 ,表示 它 左 部 的 PP 无 条 件 成 立 . 
PROLOG 语言 的 计算 能 力也 相当 于 图 灵机 ,限于 篇 辐 , 此 处 不 
详 述 PROLOG 的 推导 机 制 , 仅 举 一 例 以 明 其 大 意 . 

男 青年 小 王 发 现 他 的 女 朋 友 小 张 突然 不 理 他 了 ,小 王 根据 
平时 对 小 张 的 了 解 ,赶紧 求助 于 下 面 的 PROLOG 程序 ,以 搞 清 
小 张 不 理 他 的 原因 . 

dislikeCy,z,stingy ):—askfor(y,t) ,don‘tgive(zx,t, y); 

dislike (Cy,z,habit) ;一 hate(y:t) ,like(xz ,2); 

askfor(y ,2) :—like Cy,t) ,don’thave(y,) ,talkabout(y,t); 

like( 小 张 ,TV ) :- 一 ; 

]ike( 小 王 ,kalaok) :一 ; 

hate (小 张 ,kalaok) ,一 ; 

前 三 条 规则 分 别 表 示 : 若 y 想 要 z, xz 不 把 1 给 y, 则 y 不 喜 
欢 z 的 音 畜 ; 若 y 讨 大 1, 而 z 喜欢 t, 则 yy 不 喜欢 工 的 爱好 ;车 y 
喜欢 t 并 且 没 有 zt 而 又 谈论 1 则 y 想 要 t。 

使 用 该 程序 时 ,小 王 把 ? dislike( 小 张 ,小 主 ,w) 作 为 目标 . mw 
是 变量 ,其 值 代表 小 张 不 喜欢 小 王 的 理由 ,待定 , PROLOG 系统 
首先 把 目标 和 已 知事 实 ( 程 序 的 最 后 三 行 ) 匹 配 ,未 成 . 遂 把 目标 
和 第 一 个 规则 的 左 部 匹配 ,匹配 成 功 , 使 变量 y,z 和 zw 分 别 取 
值 小 张 、 小 王 和 stingy, 这 表示 程序 首先 试探 小 张 是 否 不 喜欢 小 
王 的 音 瘟 . 此 时 原 目 标 化 归 为 该 规则 右 部 的 两 个 子 目标 askfor 
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(小 张 , 包 和 don’tgive (小 王 ,t ,小 张 ) ,i 待定 .现在 对 每 个 子 目 标 
重复 刚才 的 步骤 ,首先 设法 使 askfor《 小 张 , 罗 与 已 知事 实 匹 配 ， 
不 成 ,然后 与 规则 左 部 匹配 ,只 有 第 三 个 规则 能 匹配 成 功 ,使 该 
规则 的 y 取 值 小 张 . 此 时 问题 进一步 化 归 为 line (小 张 ,1)， 
don’*thave( 小 张 ,tz) 和 talkalout 《小 张 ,z) 三 个 子 目 标 . 其 中 like 
(小 张 , 引 与 已 知事 实 like( 小 张 ,TV) 匹 配 成 功 ,使 t 取 值 7V , 接 
着 又 把 don*thave (小 张 ,TV) 与 已 知事 实 及 规则 匹配 , 均 失败 ， 
这 导致 原来 的 子 目 标 askfor( 小 张 , 夕 失败 ,进一步 导致 目标 dis- 
like (小 张 ,小 王 ,stingy) 失 败 , 说 明 音 音 不 是 原因 .于 是 最 初 的 
目标 ? dislike (小 张 ,小 王 ,w) 只 好 尝试 与 第 二 条 规则 匹配 ,使 y、 
二 和 了 z 分 别 取 值 小 张 .小 王 和 habit, 接着 ,两 个 新 的 子 目标 hate 
(小 张 ,kalaok) 和 like( 小 王 ,kalaok) 均 和 已 知事 实 匹配 成 功 , 导 
致 原 目 标 dislike( 小 张 ,小 王 ,halit? 成 功 , 于 是 ,小 王 终于 明白 
了 ,小 张 不 理 他 是 因为 不 喜欢 他 的 爱好 一 一 kalaok. 
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第 八 章 ”可 判定 性 和 可 计算 性 


一 一 国王 遗愿 为 何不 能 实现 ? 


到 现在 为 止 ,我 们 已 经 介绍 了 多 种 不 同 的 计算 模型 ,并 探讨 
了 它们 的 计算 能 力 ,看 到 了 六 种 具有 “最 高 计算 能 力 的 以 图 灵 
机 为 代表 的 计算 装置 . 然而 即使 是 像 图 灵机 这 样 的 计算 模型 也 
并 不 是 无 所 不 能 的 . 在 本 章 中 ,我 们 要 举 出 一 些 例子 来 ,说 明确 . 
实 存在 着 连 图 灵机 也 计算 不 了 的 问题 ,这 并 不 是 因为 图 灵机 的 
本 事 有 限 ,因为 这 些 问 题 不 仅 图 灵机 计算 不 了 ,而 且 任何 别 的 计 
算 模 型 也 计算 不 了 , 即 它们 是 不 可 计算 的 问题 . 

让 我 们 再 讲 一 个 故事 . 古代 有 个 小 国 ; 国 王 酷爱 数学 . 有 一 
天 ,西方 来 了 三 位 使 巨 ,随行 的 有 他 们 的 夫人 ,国王 设 宴 扫 待 这 
三 对 贵宾 ; 能 筹 灾 错 之 间 , 国 王 忽然 心中 一 动 :这 三 对 夫妇 的 姓 
名 之 间 似乎 有 什么 联系 . 你 看 ;三 位 使 臣 的 名 字 是 可 乐 、 可 口 .高 
乐高 果 珍 . 他 们 的 夫人 的 名 字 则 分 别 是 乐高 .可口 可 乐 可 、 果 珍 . 
对 ! 如 果 把 第 二 位 使 臣 的 名 字 , 接 上 第 一 位 使 臣 的 名字 (两 次 )， 
再 接 上 第 三 位 使 臣 的 名 字 , 岂 不 正好 等 于 第 二 位 使 臣 夫 人 的 名 
字 , 接 上 第 一 位 使 臣 夫 人 的 名 字 ( 两 次 ), 再 接 上 第 三 位 使 臣 的 夫 
人 的 名 字 吗 ? 结果 妙 极 了 1 
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使 夸 :可 口 ,可乐 . 可 乐 .高 乐高 果 珍 . 

夫人 :可 口 可 乐 可 .乐高 .乐高 . 果 珍 . 

想到 这 里 ,国王 非常 高 兴 ,于 是 遍 询 群 臣 , 问 谁 能 找到 一 个 
一 般 的 方法 ,对 任何 一 组 夫妇 能 判断 :把 丈夫 的 名 字 按 任意 次 序 
连接 起 来 (允许 重复 ) ,把 事 子 的 名 字 也 按 相应 次 序 连 接 起 来 ,最 
后 是 否 有 可 能 得 到 相同 的 结果 ?可 是 这 个 问题 太 难 了 ,尽管 悬赏 
黄金 于 两 ,良田 万 亩 ,全 国 朝野 还 是 无 人 能 答 . 

这 个 问题 原来 叫 波斯 特 对 应 问题 ,该 问题 的 数学 叙述 是 这 
样 的 :给 定 一 个 有 限 字母 表 ,和 问 是 否 存在 一 个 算法 ,使 得 对 于 
任意 一 组 句子 对 ; (zi yy1) (zy2),… 《zsya) ,其 中 居 和 六 知 
属于 3+ ,都 能 在 有 限 步 内 判定 是 否 存在 一 种 允许 重复 的 拼接 方 
法 ,使 得 m 个 z 句 子 连接 起 来 正好 等 于 相应 的 y 句子 的 连接 ， 
即 : 

TT TE YY Yh (8. 1) 

如 果 是 先 给 定 了 句子 对 , 则 答案 一 般 总 是 可 以 得 到 的 ,前 面 
讲 的 使 臣 和 夫人 的 故事 是 肯定 的 例子 . 也 很 容易 举 出 否定 的 例 
子 , 但 我 们 需要 的 是 首先 给 定 算法 ,并 要 求 它 对 任何 的 句子 对 都 
适用 ,这 就 不 好 办 了 . 已 经 证 明 ,这 样 的 算法 是 不 存在 的 . 无 论 你 
用 图 灵机 ,或 用 递归 函数 ,都 写 不 出 这 样 的 算法 ,因此 人 们 称 波 
斯 特 对 应 问题 为 不 可 判定 的 . 注意 ,凡是 谈 到 可 判定 或 不 可 判 
定 , 指 的 都 是 一 个 问题 类 ,而 不 是 单个 的 向 题 . 

波斯 特 对 应 问题 是 一 个 著名 的 不 可 判定 问题 . 还 有 一 个 不 
可 判定 问题 ,其 著名 度 不 在 波斯 特 对 应 问题 之 下 ， 那 就 是 图 灵机 
的 停机 问题 . 该 问题 的 叙述 是 这 样 的 

定理 8.1 不 存在 这 样 的 图 灵机 器, 对 于 任 给 的 图 灵机 T 
及 了 的 带 上 的 输入 数据 1,U 都 能 在 有 限 步 之 内 判断 工 是 否 能 
在 有 限 步 之 内 停机 . 
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显然 ,要 探讨 这 个 问题 ,首先 必须 考虑 有 没有 “通用 ”的 图 灵 
机 局 ,对 于 任 给 的 图 灵机 了 及 了 的 带 上 的 数据 7,Z 都 能 模拟 了 
的 行为 . 已 经 证 明 , 这 样 的 通用 图 灵机 是 存在 的 . 

构造 通用 图 灵机 的 方法 大 意 如 下 ;一 台 具 体 的 图 灵机 的 操 
作 是 由 它 的 控制 函数 和 输入 数据 决定 的 . 其 中 输入 数据 已 以 数 
据 形式 写 在 带子 上 . 如 果 控 制 函 数 也 能 以 数据 形式 写 在 带子 上 ， 
则 具体 图 灵机 工 的 行为 就 完全 表示 成 了 数据 形式 ,可 以 作为 通 
用 图 灵机 UU 的 输入 了 , 事实 正 是 如 此 . 回想 式 (2. 1), 可 知 了 的 
控制 函数 可 表示 为 一 群 如 下 的 五 元 组 ， 

(原状 态 , 读 入 符号 , 写 出 符号 ,移动 ,新 状态 ). (8. 2) 
不 难 使 五 元 组 的 每 个 成 员 对 应 于 一 个 非 负 整数 ,于 是 ,任何 具体 
图 灵机 工 的 控制 函数 均 可 表示 为 一 群 五 元 整数 组 . 

通用 图 灵机 UV 的 带子 上 分 为 三 个 数据 区 ,其 中 左面 是 UU 的 
工作 区 域 ,中 间 是 了 的 控制 函数 (已 表 为 一 群 整数 五 元 组 的 形 
式 ), 右 面 是 了 的 输入 数据 .UU 的 控制 函数 按 如 下 的 执行 步骤 设 
计 ; | . 
1. 称 三 个 数据 区 (从 左 到 右 ) 为 DP,Dz, DD,, 其 中 每 个 D,(i 二 
1,2;3) 有 一 个 特殊 符号 作为 标记 ,标明 当前 正在 处 理 的 数据 . 在 
算法 执行 过 程 中 ,这 三 不 标记 要 作 相 应 移动 : 下 面 不 再 详 述 . 

2. 从 站 ; 中 取出 初始 状态 , 放 入 D1。 

3. 从 DD; 中 取出 当前 输入 符号 , 放 入 万 . 

4. 把 妃 , 中 的 (状态 ,符号 ) 对 与 D, 中 的 诸 五 元 组 的 头 两 个 
元 素 匹 本 ,匹配 不 成 则 停机 . 

5. 车 匹配 成 功 ， 取 该 五 元 组 中 之 生 出 符号 改写 D; 中 被 扫 
描 格 子 的 内 容 ， 

8. 根据 该 五 元 组 中 的 移动 操作 移动 D， 中 的 标记 ， 使 它 指 
向 新 格子 . 
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7. 清除 D, 内 容 , 并 把 上 述 五 元 组 中 的 新 状态 写 入 D1. 

8. 若 该 状态 是 停机 状态 , 则 7 停机 ,否则 转向 第 3 步 ， 

由 此 可 以 看 出 ,可 以 模拟 执行 任何 图 灵机 的 通用 图 灵机 是 
可 以 构造 的 . 但 是 如 果 被 模拟 的 图 灵机 不 停机 , 则 该 通用 图 灵机 
亦 将 不 停机 . 当然 ,这 个 事实 不 能 认为 是 对 图 灵机 停机 问题 不 可 
判定 性 的 一 个 证 明 , 因 为 这 只 是 通用 图 灵机 的 一 种 构造 方法 . 反 
对 的 人 可 以 说 :也 许 用 其 它 方法 可 以 构造 出 判定 停机 问题 的 通 
用 图 灵机 呢 ? 

好 ! 现 在 假定 这 样 的 通用 图 灵机 ( 即 可 以 判定 停机 问题 的 图 
灵机 )U 是 确实 存在 的 .假设 它 有 如 下 功能 : 任 给 具体 图 灵机 了 
及 其 输入 7,UV 必定 在 有 限 步 内 作出 如 下 反应 ， 

1. 若 了 能 停机 ,7 也 停机 ,给 出 结果 “1”. 

2. 若 了 不 能 停机 ,L7 停机 ,给 出 结果 “0”. 

构造 新 的 图 灵机 U' , 它 与 U 只 有 一 个 差别 ,就 是 当 判 断 出 
了 能 停机 时 ,不 是 也 停机 并 给 出 结果 “1”, 而 是 转 入 无 穷 循环 (不 
停机 ), 这 一 点 是 极 易 做 到 的 . 

由 于 U' 可 适用 于 任意 的 图 灵机 ,特别 地 , 它 也 适用 于 它 自 
己 .另外 ,图 灵机 可 用 任意 的 数据 作为 输入 ,特别 地 ,被 判定 的 图 
灵机 U' 可 以 用 自身 的 数据 表示 U' 作为 输入 . 换 句 话说 ,我 们 用 
通用 图 灵机 UV" 去 判断 具体 图 灵机 UV' 作 用 于 数据 U' 时 的 情况 . 
结果 是 ， 

。 上 .车 具体 图 灵机 U' 能 停机 , 则 通用 图 灵机 U' 不 停机 . 

2. 车 具体 图 灵机 U' 不 停机 , 则 通用 图 灵机 U' 停机 并 给 出 
结果 “0”， | 

但 这 两 个 U' 实际 上 是 同一 台 图 灵机 ,因而 导致 蔬 盾 . 

由 于 判定 问题 的 重要 性 以 及 初次 接触 这 个 问题 的 人 在 概念 
上 和 常常 产生 混淆 ,我 们 不 厌 其 烦 地 在 下 面 强调 两 个 注意 事项 . 
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第 一 是 不 要 把 数学 上 某 个 尚未 解决 的 问题 随便 看 成 是 判定 
问题 . 例如 , 费 尔 马 问题 是 :是 否 存 在 mn 二 2, 使 z" 十 y =z"- 有 非 
平凡 整数 解 ? 哥 德 巴赫 问题 是 :大 于 2 的 偶数 是 否 都 能 表 为 两 个 
素数 之 和 ? 这 两 个 问题 的 答案 要 么 肯定 ,要 么 否定 , 决 不 可 能 在 
某 个 时 刻 被 证 明 为 不 可 判定 的 ,因为 它们 都 不 涉及 算法 . 相反 ， 
希 尔 伯 特 第 十 问题 :是 否 存在 一 个 算法 可 以 判定 任意 委 番 图 方 
程 有 无 整数 解 ? 却 已 在 1970 年 被 苏联 数学 家 马 蒂 耶 塞 维 奇 证 明 
为 不 可 判定 的 . 一 个 问题 要 成 为 判定 问题 必须 具备 以 下 三 个 条 
件 : 

1. 它 是 一 个 问题 类 ,内 含 无 穷 多 个 具体 问题 . 

2. 存在 一 个 特性 p, 已 知 该 问题 类 内 满足 和 不 满足 p 的 
问题 各 有 无 穷 多 个 . 

3.， 要 求 一 个 确定 的 算法 , 它 能 对 问题 类 中 的 每 个 具体 间 
题 ,在 有 限 步 内 回答 该 问题 满足 或 不 满足 特性 p. 

第 二 点 要 澄清 的 ,是 一 个 问题 的 可 判定 性 不 等 于 它 的 补 问 
题 的 可 判定 性 . 我 们 刚才 证 明了 图 灵机 的 停机 问题 是 不 可 判定 
的 , 指 的 是 要 同时 做 到 式 (8. 3) 中 的 两 条 是 办 不 到 的 . 但 若 只 要 
它 做 到 其 中 的 第 一 条 , 则 是 可 以 办 到 的 , 办 不 到 的 是 它 的 第 二 
条 .这 两 条 互 为 补 问题 . 在 这 个 意义 上 又 可 以 说 图 灵机 的 停机 癌 
题 是 半 可 判定 的 . 

下 面 一 个 定理 与 此 问题 等 价 . 

定理 8.2 零 型 文法 的 识别 问题 是 不 可 判定 的 ， 即 ;不 存在 
一 个 算法 4, 使 得 对 任意 的 零 型 文法 G 和 任意 的 句子 W (假设 
字母 表 王 已 给 定 ) ,4 都 能 在 有 限 步 内 判定 W 能 否 由 G 生成 . 

与 停机 问题 一 样 ,这 个 问题 的 前 一 半 是 可 判定 的 , 即 确实 存 
在 算法 4 ,使 得 对 任意 零 型 文法 G 和 句子 网, 只 要 了 凤 是 由 G 生 
成 的 ,4 都 能 在 有 限 步 内 指出 这 一 点 . 
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图 灵机 的 停机 问题 和 零 型 文法 的 识别 问题 的 前 一 半 之 所 以 
是 可 判定 的 ,是 因为 图 灵机 的 执行 步骤 和 零 型 文法 的 推导 步骤 
虽然 各 有 无 穷 多 种 变化 ,但 都 是 可 以 像 自然 数 一 样 枚 举 的 .它们 
的 半 可 判定 性 就 来 自 于 这 种 可 枚 举 性 ( 打 个 比方 ,如 果 一 把 密码 
锁 的 密 钥 是 一 个 正 整 数 , 则 总 可 以 通过 枚 举 自然 数 而 把 密码 锁 
打开 ). 由 于 这 一 点 , 零 型 文法 生成 的 语言 (也 就 是 图 灵机 生成 的 
语言 ?被 称 为 递归 可 枚 举 集 . . 

从 数学 上 看 ,递归 可 枚 举 集 是 用 算法 方法 (能 行 性 方法 ) 可 
处 理 的 最 一 般 的 对 象 . 我 们 甚至 有 ， 

定理 8. 3 全 体 图 灵机 构成 一 个 递归 可 枚 举 集 . 

证 明 大 意 : 我 们 在 前 面 已 经 看 到 ,图 灵机 的 行为 由 它 的 控制 
函数 决定 ,而 控制 次 数 可 以 表 为 一 群 五 元 整数 组 ,把 这 些 五 元 整 
数组 按 某 种 次 序 ( 例 如 字典 次 序 ) 排 列 起 来 ,就 得 到 一 个 有 限 的 
整数 序列 . 

棵 德尔 提出 了 一 种 有 效 的 方法 ,可 以 使 每 个 整数 序列 对 应 
于 一 个 自然 数 . 该 方法 的 要 点 是 把 序列 中 的 第 i 个 整数 ; 用 第 i 
个 素数 的 7 次 方 代替 ,并 最 后 把 它们 彝 起 来 . 例如 , 序列 
2568057 的 哥 德 尔 编码 是 2235557s11"135177. 由 于 素 因子 分 解 的 
唯一 性 ,不 难 对 每 个 自然 数 判定 它 是 否 是 某 台 图 灵机 的 哥 德 尔 
编码 . 这 里 留 下 的 二 义 性 是 该 编码 方法 不 能 区 分 自然 数 末尾 的 
零 . 例如 ,2566520 与 256652 及 25665200 皆 有 相同 的 哥 德 尔 编 
码 , 但 这 是 个 技术 细节 , 不 难 通过 某 种 约定 解决 . 证 毕 . 

设 工 是 字母 表 上 的 语言 , 则 2' 一 - 工 称 为 工 的 补 请 言 .如 
果 一 个 语言 和 它 的 补 语 尝 都 是 递归 可 枚 举 集 , 则 该 语言 称 为 一 
个 递归 语言 ,或 简称 递归 集 . 

定理 8.4 2" 上 的 ~- 个 语言 工 是 -- 个 递归 集 , 当 且 仅 当 存 
在 一 个 图 灵机 工 ,了 TT 接受 工 的 每 个 句子 ,并 (以 在 有 限 步 内 停机 
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并 给 出 拒绝 信号 的 方式 ) 拒 绝 工 的 补 语言 的 所 有 句子 ， 

本 定理 的 一 个 自然 推论 是 :如 果 一 个 语言 是 递归 集 , 那 么 它 
的 补 语言 也 是 递归 集 ， 

还 有 三 个 问题 需要 回答 

1. 有 没有 不 是 递归 可 枚 举 的 集合 ? 

2. 有 没有 是 递归 可 枚 举 而 不 是 递归 的 集合 ? 

3. 递归 集 和 乔 姆 斯 基 中 各 型 语言 的 关系 如 何 ? 

对 第 一 个 问题 的 回答 是 肯定 的 , 为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 考察 
集合 ， 
NTM= (zlz 是 一 个 哥 德 尔 编码 ,并 且 以 z 为 哥 德 尔 编码 
的 图 灵机 在 用 xz 作为 输入 数据 时 永远 不 会 停机 } (8. 4) 
我 们 已 经 知道 停机 和 问题 是 不 可 判定 的 ,因此 NTM 必然 不 
是 递归 可 枚 举 的 , 否则 , 一 定 有 一 算法 逐一 枚 举 NTM 中 的 元 
未, 并 拿 它 与 待 判定 的 图 灵机 作 比 较 , 是 否 停机 就 会 成 为 一 个 可 
判定 的 问题 了 . 

由 此 ,我们 可 以 构造 一 个 不 可 计算 的 函数 如 下 ， 

0， 若 二 不 是 图 灵机 的 编码 ， 
ro 若 zENTM， (8. 5) 
2， 其 它 . 

这 个 函数 是 有 明确 定义 的 ,但 却 是 任何 计算 模型 所 不 能 计 
算 的 ,因为 xz 是 否 属于 NTM 是 一 个 不 可 判定 的 问题 . 从 这 里 也 
可 以 看 出 ,不 可 计算 和 不 可 判定 是 分 不 开 的 两 种 性 质 . 不 可 判定 
性 实质 上 是 这 样 一 类 不 可 计算 性 质 , 它 的 计算 结果 只 有 两 种 可 
能 :是 或 否 . | 

令 TM 为 所 有 图 尖 机 的 哥 德 尔 编码 的 集合 , 则 由 前 面 的 讨 
论 可 知 :TM 一 NTM 是 一 个 递归 可 枚 举 的 集合 ,因为 由 可 以 售 
机 的 图 灵机 构成 的 集合 是 可 以 校 举 的 . 我 们 又 知道 NTM 不 是 
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递归 可 枚 举 的 ,于 是 由 前 面 的 定义 知 ,TM 一 NTM 不 是 递归 集 . 
这 回答 了 第 二 个 问题 ;确实 存在 着 不 是 递归 集 的 递归 可 枚 举 集 . 

现在 转向 第 三 个 问题 ,我 们 有 

定理 8. 5 ”每 个 上 下 文 有 关 语 言 都 是 递归 集 . 

证 明 思 想 很 简单 . 由 于 对 CSG 来 说 必 有 |a| 委 181, 因 此 对 
给 定 的 句子 z 及 其 长 度 n= |zj, 只 需 按 文法 规则 逐步 推导 , 直 
至 穷尽 所 有 长 度 入 的 申 为 止 ,车 = 在 某 个 串 中 , 则 = 属于 此 
CSG 生成 的 语言 ,否则 不 是 . 证 毕 . 

定理 8.6 存在 一 个 不 是 CSL 的 递归 集 . 

证 明 大 意 : 给 定 字母 表 了 = (0,1} ,所 有 以 三 为 终结 符 集 , 且 
有 有 限 多 个 非 终结 符 的 CSG 是 可 以 枚 举 的 . 接受 这 些 CSG 产 
生 的 CSL 且 对 任何 输入 它 能 停机 的 图 灵机 也 是 可 枚 举 的 , 设 这 
些 图 灵机 为 M':, M;, Ma 规定 语言 了 拓也 如 下 ; 允 * 中 的 成 
员 m 是 二 中 的 句子 , 当 且 仅 当 w 不 被 第 i 台 上 述 图 灵机 M; 所 
接受 ,其 中 ; 是 mw 的 二 进 制 编码 , 于 是 ,也 是 递归 集 , 因 为 任 一 ww 
是 否 属于 工 可 由 M, 来 判定 ,但 二 不 是 CSL, 因 为 工 不 能 被 任 一 
MM; 所 接受 . 证 毕 . 

根据 上 面 的 两 个 定理 可 知 ,与 乔 姆 斯 基 晨 次 对 应 的 语言 
的 包含 关系 应 该 是 

RLCCFLCCSLCRSCRES . (8. 6) 
其 中 RS 表示 递归 集 ,其 余 符 号 的 含义 见 第 六 章 , 这 里 的 包含 关 
系 都 是 真 包含 . 

现在 ,我 们 要 补充 说 完 第 六 章 中 没有 结束 的 故事 ,在 那里 曾 
经 谈 到 两 种 对 立 的 观点 ,传统 观点 认为 儿童 的 语言 知识 完全 是 
后 天 学 来 的 , 乔 姆 斯 基 等 人 则 认为 儿童 生 下 来 时 头脑 中 就 有 一 
部 先天 的 语法 ,此 后 通过 外 界 教 育 而 不 断 加 以 调整 直至 确定 成 
一 个 与 环境 适应 的 语法 , 这 个 问题 可 加 以 数学 抽象 而 变 成 如 下 
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三 个 问题 : 

1. 设 工 是 一 个 语言 而 生成 它 的 文法 不 知 , 问 是 否 能 通过 榴 
举 工 中 的 足够 多 的 句子 而 把 生成 工 的 文法 归纳 出 来 ? (这 也 是 
一 种 计算 ) 

2. 与 上 面相 同 ,但 同时 允许 枚 举 不 属于 工 的 句子 ( 即 不 仅 
告诉 你 哪些 句子 是 对 的 ,还 告诉 你 哪些 句子 是 错 的 ). . 

3. 设 有 两 个 文法 C, 和 Gs, 如 果 对 Gi 生成 的 每 个 句子 w， 
都 能 指出 ,Dw 是否 能 被 C: 生成 ;加 车 不 能 ,G, 中 与 w 对 应 的 
正确 句子 是 什么 ? 能 不 能 把 G1 逐步 改造 为 与 G 具有 相同 功能 
的 文法 C:( 即 L(G;) 二 L(G3))? 

关于 第 一 个 问题 ,有 如 下 结果 ， 

定理 8.7 如 果 一 个 语言 属于 某 个 包含 所 有 有 限 语言 和 一 
个 无 限 语言 的 语言 类 , 则 该 语言 的 文法 在 问题 一 的 意义 下 是 不 
可 计算 的 ， 

这 个 结果 有 利于 乔 姆 斯 基 ， 

定理 8.8 在 问题 -的 意义 下 ,上 下 文 无 关 文法 类 是 可 以 
计算 的 . 

这 个 结果 又 不 利于 乔 姆 斯 基 . 然而 乔 氏 学 派 的 人 争辩 说 , 儿 
童 一 般 不 大 注意 成 人 对 他 们 语言 的 纠正 ,因此 反倒 不 起 多 大 作 
用 . 

关于 第 三 个 问题 ,有 人 证 明了 ,在 一 种 比较 简单 的 情况 下 ， 
文法 的 调整 问题 是 可 计算 的 . 这 是 为 捍卫 乔 氏 观点 而 作 的 一 种 
努力 . - 
在 可 计算 性 和 可 判定 性 方面 已 经 有 了 大 量 的 研究 成 果 . 本 
章 的 剩余 部 分 将 从 中 选择 几 项 重要 的 介绍 给 读者 ,首先 是 关于 
文法 和 语言 方面 的 研究 成 果 . 前 面 已 经 看 到 ,递归 可 枚 举 集 的 识 
别 问 题 ( 即 零 型 文法 的 识别 问题 ) 是 不 可 判定 的 . 除了 识别 问题 
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以 外 ,对 一 个 文法 G 还 可 以 提出 许多 其 它 问题 . 如 :该 文法 产生 
的 语言 集 是 否 为 空 集 ? 是 否 为 无 限 集 ? 是 否 为 全 集 ( 即 L(G) 二 
35")? 若 G 和 G: 是 两 个 文法 , 则 是 否 有 工 (G1) = 工 (Cz)? 或 
L(GDCL(G2)? 上 (GW) 门 L(Gs) (两 个 语言 之 交集 ) 为 空 ? 为 无 限 
集 ? 等 等 ,等 等 . 这样 的 问题 可 以 提出 一 大 堆 . 人 们 发 现 ,对 于 递 
归 可 枚 举 集 (或 等 价 地 : 零 型 文法 ) 来 说 ,它们 都 是 不 可 判定 的 . 
于 是 有 人 想到 ,也 许 压 根 儿 就 不 存在 对 零 型 文法 是 可 判定 的 问 
题 . 黑 然 , 拉 伊 斯 证 明了 如 下 的 一 般 性 定理 ， 

定理 8. 9 如 果 某 个 特性 4 是 某 些 递归 可 枚 举 集 有 而 另 一 
些 递归 可 枚 举 集 没有 的 , 则 4 对 于 递归 可 枚 举 集 来 说 是 不 可 判 
定 的 . 

这 种 特性 一 般 称 为 非 平凡 的 特性 . 

对 于 上 下 文 有 关 语言 ,情况 只 略为 好 一 点 点 . 

定理 8. 10 一 型 文法 的 识 别 问题 是 可 判定 的 上 面 提 到 的 
其 它 问 题 对 一 型 文法 都 是 不 可 判定 的 ， 

定理 8. 11 . 二 型 文法 的 识别 问题 , 它 产生 的 语言 为 空 集 问 
题 ,为 无 穷 集 问题 ,都 是 可 以 判定 的 , 除 此 以 外 ， 上 面 提 到 的 其 它 
性 质 对 二 型 文法 都 是 不 可 判定 的 . 

定理 8. 12 上 面 提 到 的 所 有 问题 对 三 型 文法 都 是 可 判定 
的 . 

最 后 说 几 个 数理 逻辑 中 的 判定 问题 . 

定理 8. 13 ”一 阶 谓词 公式 的 便 真 问题 是 不 可 判定 的 . 即 不 
存在 一 个 算法 ,对 任 给 的 …-' 阶 谓词 合式 公式 , 均 能 在 有 限 步 内 判 
定 : 该 合式 公式 是 否 对 其 中 所 含 变 元 的 任意 赋值 均 到 真 值 . 

与 图 灵机 的 停机 问题 一 样 , 此 处 应 把 不 可 判定 性 理解 为 半 
可 判定 性 . 即 如 果 合 式 公式 恒 真 , 则 总 可 在 有 限 步 内 确定 之 . 反 
之 不 然 . 
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定理 8. 14 只 含 单 变 元 谓词 的 一 阶 谓词 公式 的 恒 真 问题 
是 可 判定 的 . 

单 变 元 谓词 指 的 是 P(z) 这 样 的 谓词 ,不 包括 象 P(r,y) 这 
样 的 谓词 . 

推论 8.1 命题 演算 的 恒 真 问题 是 可 判定 的 . 
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第 九 章 ”完备 性 和 一 致 性 


-一 令 人 想起 一 个 破碎 的 梦 


古代 有 一 外 小 贩 在 市 场 上 拖 售 武器 ,他 说 “用 我 的 矛 可 以 刺 
穿 世 界 上 所 有 的 盾 , 用 我 的 盾 可 以 挡住 世界 上 所 有 的 予 ” 有 人 
问 他 :用 你 的 矛 刺 你 自己 的 盾 ,结果 将 如 何 呢 ?? 小 贩 无 言 以 对 . 

这 个 问题 可 以 表示 为 如 下 的 一 阶 谓词 演算 . 用 谓词 pene- 
trate(zyy) 表 示 z 可 以 刺 穿 ,谓词 resist(z,y) 表 示 x 可 以 挡 
住 y* 常 量 a 表示 小 贩 的 耶 ,5 表示 小 贩 的 盾 . 令 4 是 世界 上 所 
有 了 矛 的 集合 ,B 是 世界 上 所 有 秆 的 集合 . 于 是 ,根据 小 贩 的 宣传 ， 
我 们 有 


VY zxEB,penetrate(a, 7X), (9. 1) 
VY yE€EA,resist (by). (9. 2) 
但 根据 常识 ,我 们 有 
V zyyypenetrate (rz,y)—>~resist(y,Zz), (9. 3) 
分 别 以 5b 和 a 例 化 式 (9.1) 中 的 z 和 (9.2) 中 的 y, 得 到 两 
个 新 的 事实 ， 
Penetrate (a ,6b) ,resist (b ,a). (9. 4) 


用 式 (9. 4) 的 第 一 个 事实 例 化 式 (9. 3) 的 左边 ,就 推出 
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~resist(5,a), 于 是 我 们 同时 有 resist (65,4) 和 一 resist (5,a). 如 
果 一 个 系统 能 同时 推出 PP 和 ~P, 其 中 P 是 某 个 命题 , 则 称 此 
系统 为 不 一 致 的 . 刚才 的 推导 表明 , 式 (9. 1)、(9. 2) 及 (9. 3) 合 起 
来 (当然 还 要 加 上 谓词 演算 的 基本 推导 规则 ) 就 是 一 个 不 一 致 的 
系统 . 小 贩卖 的 矛 和 盾 中 ,起码 有 一 样 是 伪劣 商品 . 

现在 用 stronger(z,y) 表 示 z 比 y 强 ,并 增加 公式 ， 

V zy 一 Iesist(yyz)-Sstronger(zyy)， (9.5) 
表示 车 y 挡 不 住 x, 则 z 比 y 强 . 把 式 (9. 3) 和 (9. 5) 结 合 在 一 
起 ,很 容易 得 到 : 

vy X,Y,Penetrate(z,y) stronger (+,y), (9. 6) 
上 式 表 示 : 车 zz 能 刺 穿 y, 则 工 比 >y 强 . 式 (9.6) 虽 然 是 正确 的 ， 
但 只 是 我 们 的 直觉 ,如 果 要 严格 地 由 式 (9. 3) 和 (9. 5) 推 出 式 (9. 


6) ,必须 有 一 个 如 下 形式 的 推导 规则 ， 
PR 《9.7) 


它 的 含义 是 : 若 P 一 Q 和 Q->R 皆 为 真 , 则 P->R 亦 为 真 . 如 果 
在 我 们 的 形式 系统 中 缺少 了 这 一 条 规则 , 那 2 ; 昌 然 式 (9. 6) 是 
一 个 正确 的 命题 , 却 不 能 从 已 知 命题 (9, 3) 和 (9. 5) 严 格 地 推出 
来 .这 样 的 系统 称 为 是 不 完备 的 . 

一 致 性 和 完备 性 是 一 个 形式 系统 的 两 个 重要 属性 , 如 果 一 
个 形式 系统 是 不 一 致 的 或 不 完备 的 , 那 就 很 难 在 它 上 面 建立 起 
一 套 严 密 的 理论 体系 . 这 两 个 属性 和 我 们 前 面 讨论 的 问题 有 窗 
切 的 关系 . 一 方面 ,它们 本 身 构成 一 个 判定 问题 , 即 判定 一 个 形 
式 系统 是 否 一 致 和 是 否 完备 的 问题 . 另 一 方面 ,可 以 把 完备 性 看 
成 是 带 条 件 的 可 计算 性 , 即 在 给 定 一 组 公理 和 推导 规则 的 前 提 
下 能 否 确定 所 有 取 真 值 的 命题 . 

在 形式 系统 的 一 致 性 和 完备 性 方面 的 最 重要 的 结果 ,也 许 
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应 该 是 哥 德 尔 的 两 个 著名 的 不 完备 性 定理 . 然而 在 叙述 这 两 个 
不 完备 性 定理 之 前 , 先 说 一 说 发 生 在 19 世纪 和 20 世纪 之 交 的 
一 段 数学 公案 ,也许 是 不 无 益处 的 . 

干 百年 来 ,许多 天 才 的 数学 家 在 为 创建 一 座 宏 伟 、 美 好 的 数 
学 大 厦 而 奋斗 ,这 座 大 厦 应 该 足够 地 高 大 ,使 得 从 古 迄 今 的 一 切 
数学 研究 成 果 可 以 包括 在 内 . 它 又 应 该 足够 地 稳固 ,使 得 在 大 厦 
内 容 身 的 各 种 数学 理论 能 够 互 不 矛盾 ,相安 无 事 .大厦 应 该 有 良 
好 的 建筑 设计 ,使 它 能 够 体现 数学 内 在 的 和 谐 与 美 . 当然 ,数学 
大 厦 不 能 脱离 现实 世界 , 它 应 该 能 运用 它 无 穷 的 智慧 来 回答 现 
实 世 界 提出 的 各 种 问题 ,为 此 ,数学 家 们 不 避 韦 盾 , 勇 敢 探索 . 他 
们 战胜 了 一 次 又 一 次 数学 危机 , 渡 过 了 一 次 又 一 次 惊涛骇浪 ,不 
断 地 把 数学 推 向 前 进 . 在 这 批 勇 士 中 最 著名 的 一 个 ,就 是 著名 德 
国 数学 家 希 尔 伯 特 . 他 提出 了 一 个 建设 数学 大 厦 的 宏伟 纲领 ,人 
称 希 尔 伯 特 纲领 ,这 个 纲领 最 后 失败 了 , 在 这 一 点 上 ,我 们 可 以 
称 希 尔 伯 特 是 一 位 失败 的 英雄 . 然而 ,纲领 的 失败 并 不 是 数学 的 
失败 ,甚至 也 不 能 完全 说 是 希 尔 伯 特 的 失败 ,因为 他 的 努力 并 没 
有 白费 . 在 为 实现 纲领 所 作 的 奋斗 中 , 希 尔 伯 特 和 他 的 同事 们 留 
下 了 一 批 极为 宝贵 的 遗产 ,这 批 遗 产 至 今 仍 在 闪闪 发 光 并 指引 
着 后 一 代 的 数学 家 去 开拓 新 的 事业 . 

从 直接 的 意义 上 说 , 希 尔 伯 特 纲领 是 为 解决 一 次 数学 危机 
而 提出 的 ,这 次 数学 危机 的 根源 可 以 上 翔 到 集合 论 产生 的 年 代 ， 
集合 论 的 创始 人 康 托 是 一 位 出 生 在 俄国 的 德国 教授 . 

什么 叫 集合 ? 集合 就 是 某 些 对 象 的 全 体 , 例如 ,毛泽东 的 全 
部 藏书 , 远 香 楼 饭店 231 房间 的 全 部 陈设 ,中 国 的 民间 工艺 品 等 
都 是 集合 . 这 些 集合 的 一 部 分 或 把 它们 并 在 一 起 仍然 是 集合 , 集 
合 本 来 是 一 个 极其 简单 的 概念 ,一 个 集合 中 的 对 象 并 不 需要 有 
什么 特殊 的 性 质 ,它们 的 唯一 共性 就 是 它们 都 属于 这 个 集合 ,并 
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且 除 了 它们 之 外 其 它 任何 对 象 都 不 属于 这 个 集合 . 

假如 集合 只 到 包含 有 限 多 个 对 象 为 止 , 那 也 不 会 有 什么 矛 
盾 了 ,问题 在 于 集合 论 的 精华 (以 及 康 托 的 原意 ?恰恰 在 于 研究 
包含 无 穷 多 个 对 象 的 集合 ,通称 无 穷 集 . 一 进入 无 穷 的 领域 ,就 
引 来 了 “无 穷 的 ”麻烦 . 例如 ,要 比较 两 个 有 穷 集 合 的 大 小 ,可 以 
通过 比较 它们 的 基数 (集合 中 所 含 对 象 的 个 数 ? 来 做 到 . 但 是 , 若 
要 比较 两 个 无 穷 集 合 ,这 个 办 法 就 不 灵 了 . 康 托 说 ,无 穷 集合 也 
不 要 紧 . 如 果 集 合 4 的 全 体 对 象 能 够 和 集合 B 的 某 个 子 集 的 对 
象 间 建立 起 一 一 对 应 关系 ,而 反 过 来 不 行 , 那 就 称 4. 的 基数 (也 
电势 ) 比 BB 的 基数 小 . 若 反 过 来 也 行 , 则 称 4 和 B 有 相同 的 基 
数 . 这 个 定义 普遍 适用 于 有 穷 集 和 无 穷 集 , 但 在 应 用 于 无 穷 集 
时 ,出 现 了 一 些 一 时 无 法 为 某 些 人 接受 的 结论 . 例如 ,一 个 无 穷 
集 竟然 可 以 和 它 的 一 个 真子 集 有 相同 的 基数 有 下 列 故事 为 证 : 
孙悟空 想 开 个 体 饭 馆 , 向 南海 观音 借 钱 作 本 . 他 对 观音 说 ,你 每 
年 借 给 我 1000 元 ,我 保证 对 每 1000 元 借款 ,用 1500 元 偿还 . 南 
海 观音 很 高 兴 , 把 钱 借 给 了 他 . 不 久 , 观 音 就 发 现 了 孙悟空 的 还 
钱 规律 . 原来 孙悟空 只 在 偶数 年 还 钱 . 借 还 关系 如 下 表 所 示 : 


CC 


还 还 ee 
过 


从 数学 上 说 ,这 相当 于 如 下 的 对 应 关系 ; 
0 1 2 3 《4 5 6 7 8 9 lO ee 
| ~、 一 一 一 
2 4 6 8 lO*es 
由 于 孙悟空 和 观音 都 是 长 生 不 老 的 ,所 以 孙悟空 说 的 话 没 
* 7， 


有 错 , 钱 确实 是 每 笔 都 加 利 偿还 了 ,但 观音 也 没有 占 到 便宜 , 因 
为 借款 和 还 款 之 和 都 是 无 穷 , 没 法 说 谁 多 谁 少 . 事实 上 ,不 仅 在 
借 和 还 之 间 存 在 着 一 一 对 应 关系 ,而 且 在 借 的 每 一 元 钱 和 还 的 
每 一 元 钱 之 间 也 存在 着 一 一 对 应 关系 . 在 无 穷 的 情况 下 ， 所 谓 加 
利 ,只 是 空话 . 

集合 论 给 数学 家 提供 了 锐利 的 工具 . 现在 ,人 们 可 以 说 ,有 
理 数 (两 个 整数 的 商 ) 和 整数 “一 样 多 ”, 甚 至 和 代数 数 ( 整 系数 多 
项 式 的 实 根 六 一 样 多 ”因为 它们 的 基数 都 一 样 , 这 类 和 集合 称 为 
可 数 无 穷 集 ( 其 元 素 和 自然 数 1,2,3,… 一 一 对 应 ) ,但 是 ,所 有 
这 些 数 都 出 超越 数 (除去 代数 数 后 的 实 散 )“ 少 ”因为 前 者 的 基 
数 小 于 后 者 的 基数 ,后 者 称 为 不 可 数 无 穷 集 ; 当然 ,全 体 实数 也 
是 不 可 数 无 穷 集 . 

如 果 和 集合 论 只 是 给 数学 带 来 正面 的 ,积极 的 成 果 , 那 确实 很 
好 . 当时 许多 数学 家 确实 是 这 样 想 的 . 由 于 集合 论 的 基本 性 ,人 
们 想 把 它 作为 整个 数学 大 厦 的 最 后 基石 ,把 整个 数学 体系 的 无 
矛盾 性 ,归结 为 集合 论 的 无 矛盾 性 . 这 样 ,只 要 能 保证 集合 论 是 
无 矛盾 的 ,那么 ,建立 起 一 个 无 矛盾 的 数学 大 厦 也 就 有 希望 了 . 

可 是 ,偏偏 天 不 送 人 愿 , 在 这 块 最 后 的 基石 上 竞 然 出 现 了 裂 
纹 . 这 就 是 所 谓 的 集合 论 悖 论 . 最 嘻 发 现 悖 论 的 人 中 包括 康 托 自 
己 , 后 来 又 有 其 他 人 陆续 发 现 了 多 个 导论 . 其 中 最 著名 、 最 易 为 
人 理解 的 是 英国 数学 家 罗素 在 1901 年 发 现 的 悖 论 . 它 的 内 容 是 
这 样 的 :构造 这 样 的 一 个 集合 4, 它 的 对 象 的 全 体 就 是 所 有 不 以 
自己 为 对 象 的 集合 . 现在 要 间 :4 是 否 属 于 A 自己 ?如 果 4 属于 
A 自己 ,那么 4 就 是 一 个 以 自己 为 对 象 的 集合 , 按 规定 4 就 不 
应 是 4 的 对 象 . 反之, 如果 人 A 不 属于 4 自己 ,那么 4 就 是 一 个 
不 以 自己 为 对 象 的 集合 . 这 样 说 来 4 又 应 该 属于 4. 于 是 不 论 
哪 种 情形 都 会 带 来 牙 盾 . 这 个 停 论 可 以 通俗 地 用 一 个 理发 匠 的 
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故事 来 解释 . 假定 有 这 样 一 位 理发 区 ,他 自己 约定 :只 蔡 不 给 自 
己 理 发 的 人 理发 . 我 们 问 ,他 倒 底 替 不 苦 自 己 理 发 ?y 如 果 他 替 自 
己 理 发 , 则 依 上 述 约 定 , 他 不 该 奉 这 种 人 (有 即 他 自己 ?理发 . 反之 ， 
如 果 他 不 蔡 自 己 理 发 , 依 上 述 约束 ,他 又 必须 蔡 自 己 理 发 . 于 是 
陷入 了 不 可 自拔 的 了 矛盾 之 中 . 

悖 论 的 出 现 , 极 大 地 震惊 了 当时 的 数学 界 . 基石 上 出 现 裂 
纹 , 预 示 着 数学 大 厦 将 要 倒塌 ,这 可 不 是 什么 “ 杞 人 忧 天 ”! 当 罗 
素 在 发 现 悖 论 的 第 二 年 把 这 件 事 通知 弗 雷 格 (我 们 在 第 五 章 中 
已 经 提 到 过 他 ) 时 ,后 者 浊 丧 地 在 正 要 出 版 的 “ 论 数学 基础 ?第 二 
卷 末 屁 添 了 这 样 一 段 话 :“ 一 位 科学 家 不 会 碰 到 比 这 更 难堪 的 事 
了 , 即 在 工作 完成 之 时 它 的 基石 垮 掉 了 . 当 本 书 等 待 付 印 的 时 
候 , 罗 素 先生 的 一 封 信 把 我 置 于 这 种 境地 ” 另 一 位 数学 家 狄 德 
金 则 把 正 要 付 印 的 “连续 性 及 无 理 数 ” 抽 了 回来 . 一 时 间 ,整个 数 
学 界 似乎 部 不 知道 该 怎么 办 才 好 了 . . 

在 人 们 从 最 初 的 惊 情 中 清醒 过 来 以 后 ,各 种 各 样 解决 蔬 盾 
的 主张 便 提 出 来 了 . 以 罗素 为 代表 的 退 辑 主义 学 派 主张 把 集合 
论 回归 到 逻辑 中 法 . 例如 ,毛泽东 全 体 藏书 的 集合 可 以 用 “ 毛 泽 
东 的 藏书 ?这样 一 个 谓 调 来 刻 划 ,使 这 个 谓词 为 真 的 个 体 的 集合 
也 就 是 上 面 所 讲 的 集合 . 如 果 我 们 能 对 谓词 实行 严格 的 分 级 管 
理 , 第 "十 1 级 谓词 只 允许 用 第 ”级 以 下 的 谓词 去 定义 ,那么 这 
也 相当 年 对 集合 进行 了 分 类 ,把 “集合 的 集合 ”之 类 的 言语 严格 
化 ,就 不 致 于 出 现 像 理发 噬 悖 论 之 类 的 矛盾 .， 

.现在 说 说 解决 导论 的 第 二 种 主张 . 持 这 种 主张 的 主要 代表 
人 物 是 荷兰 数学 家 布 劳 威 . 他 领导 的 流派 叫 直 党 主义 . 顾 名 思 
义 , 直 党 主义 就 是 只 承认 直接 感觉 到 的 事物 才 是 真实 的 , 他 们 最 
典型 的 主张 是 只 承认 潜 无 穷 而 不 承认 实 无 穷 . 他 们 认为 许多 问 
题 出 现 的 根源 在 于 数学 家 们 往往 把 实 无 穷 (如 康 托 的 无 穷 集 合 ) 
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作为 客观 存在 的 对 象 而 加 以 处 理 . 他 们 认为 ,只 有 能 在 有 限 步 内 
构造 的 数学 对 象 才 是 可 千 的 .数学 上 能 够 承认 的 无 穷 只 能 是 正 
在 构造 中 的 无 穷 ( 叫 潜 无 穷 ). 例如 ,你 可 以 把 一 个 任意 大 的 自然 
数 集合 作为 对 象 来 处 理 , 却 不 能 把 全 体 自然 数 的 集合 作为 对 象 
来 处 理 . 此 外 ,他 们 从 构造 性 的 观点 出 发 ,还 坚决 反对 逻辑 上 的 
排 中 律 ( 非 此 即 彼 . 即 任 一 命题 非 真 即 假 ,两 者 必 居 其 一 ), 认 为 
非 此 不 等 于 即 彼 . 可 以 用 法 律 为 例 说 明 他 们 的 观点 ,从 常识 来 
讲 , 一 个 被 告 要 么 有 罪 , 要 么 无 罪 , 法 学 家 在 这 个 问题 上 分 为 两 
派 . 一 派 主 张 “ 有 罪 推定 ”, 即 车 不 能 证 明基 人 无 罪 ,他 就 是 有 罪 . 
另 一 派 主 张 “ 无 罪 推定 ”, 即 若 不 能 证 明 某 人 有 罪 ,他 就 是 无 罪 . 
而 直觉 主义 者 却 认为 不 论 有 罪 无 罪 者 应 该 直接 证 明 . 

解决 悖 论 的 第 三 种 主张 来 自 形式 主义 学 派 ,其 主要 代表 人 
物 就 是 我 们 所 说 的 勇士 希 尔 伯 特 . 希 尔 伯 特 也 许 是 世界 上 最 后 
一 位 “全 能 ”数学 家 ,他 几乎 涉猎 了 当时 每 一 个 重要 的 数学 分 支 ， 
并 且 集 中 精力 攻克 关键 的 难题 . 他 在 代数 不 变 式 、 代 数 数 域 论 、 
几何 基础 、 狄 利夫 人 雷 原理 与 变 分 法 .积分 方程 与 无 穷 维 空间 理 
论 ,以 及 物理 学 .数学 基础 等 领域 都 有 重大 建树 .根据 19 世纪 数 
学 研究 的 成 果 及 20 世纪 数学 发 展 的 趋势 ,他 于 1900 年 在 巴黎 
国际 数学 家 大 会 上 提出 了 著名 的 23 个 问题 . 对 这 些 问 题 的 研究 
极 大 地 推动 了 20 世纪 数学 的 发 展 . 希 尔 伯 特 不 但 是 卓越 的 科学 
家 ,还 是 一 位 正直 的 学 者 . 他 先是 拒绝 在 德国 政府 为 发 动 第 一 次 
世界 大 战 辩护 的 宣言 上 签名 ,后 又 强烈 谴责 希特勒 的 排 犹 暴行 . 
即使 对 于 自己 的 老师 克隆 内 克 尔 ,他 也 持 “ 我 爱 我 师 ,我 尤 爱 真 
理 ” 的 态度 ,批判 了 克 放 内 克 尔 排斥 一 切 非 构 造 性 数学 的 观点 , 

那么 什么 是 希 尔 伯 特 的 观点 呢 ? 希 尔 伯 特 最 基本 的 出 发 点 
是 :古典 教学 已 经 取得 的 成 果 不 能 抛弃 ,因为 彻底 的 逻辑 主义 
〈 即 罗素 的 主张 , 称 为 分 支 类 型 论 ) 或 彻底 的 直觉 主义 (排斥 实 无 
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穷 ,驱逐 排 中 律 ) 都 是 大 部 份 古典 数学 的 优秀 成 果 所 无 法 满足 
的 . 他 坚决 反对 用 大 了 砍 大 杀 古 典 数学 成 果 的 办 法 来 提高 数学 理 
论 的 可 车 性 ,并 提出 了 一 套 以 公理 化 和 有 穷 推 理 为 核心 的 主张 ， 
具体 内 容 是 ， 

第 一 :把 某 个 古典 数学 的 基本 理论 ( 记 为 TH) 公理 化 ,再 和 
逻辑 演算 一 起 ,构成 一 个 形式 化 的 系统 THs. 注意 它们 的 区 别 ， 
TH 是 非 形式 化 的 ,TH 使 用 的 符号 表示 有 具体 含义 .THs 是 形 
式 化 的 , 它 使 用 的 符号 表示 没有 具体 含义 . 

第 二 :根据 潜 无 穷 的 原则 , 另 建 一 个 包含 某 种 初等 数论 的 逻 
辑 系统 TH , 称 为 元 数学 . TH。 是 形式 化 的 , 它 的 符号 没有 具体 
含义 . 利用 TH。 作 工 具 , 可 以 用 有 穷 的 方法 在 THs 上 进行 扒 
理 . . . 
第 三 :他 在 THs 中 允许 出 现实 无 穷 . 把 一 切 涉及 实 无 穷 的 
命题 称 为 理想 命题 ,而 把 其 它 命题 称 为 现实 命题 . 他 认为 理想 命 
题 虽然 不 是 现实 的 , 却 是 为 了 保证 数学 的 完整 性 和 推出 有 用 的 
数学 结果 而 必需 的 (如 像 虚 数 i 一 样 ), 只 要 在 TH 的 有 穷 推 理 
下 ,THr 中 不 会 出 现 蔬 盾 , 这 种 理想 命题 即 是 可 以 接受 的 . 

- 希 尔 伯 特 纲领 的 提出 有 一 个 过 程 . 他 的 数学 公理 化 思想 小 
源 已 久 . 早 在 19 世纪 来 就 作 过 几何 公理 化 的 研究 . 他 指出 应 该 
挑 弃 几 何 学 中 点 、 线 . 面 的 具体 含义 而 只 研究 它们 之 间 的 抽象 关 
系 , 曾 发 表 过 “可 以 用 桌子 、 椅 子 、 咽 酒杯 来 代替 点 、 线 、 面 的 名 
言 ,并 于 1899 年 完成 了 儿 何 学 基础 的 研究 工作 . 进而 他 又 提出 
了 算术 公理 化 的 任务 ,并 把 它 列 为 1900 年 宣布 的 23 个 问题 中 
的 第 二 个 问题 . 1904 年 ,他 在 海德 堡 的 一 篇 讲话 中 指出 单 舍 肥 
辑 不 能 构成 数学 的 基础 (注意 ,这 否定 了 罗素 的 观点 ), 应 该 建立 
一 个 逻辑 和 算术 相 结合 的 系统 ,这 已 是 证 明 论 思想 的 萌芽 . 1908 
年 策 梅 罗 对 集合 论 实行 了 公理 化 (这 是 一 条 分 界线 . 由 康 托 创立 
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的 包含 悖 论 的 集合 论 称 为 朴素 集合 论 , 由 策 梅 罗 开创 的 集合 论 
称 为 公理 集合 论 ,成 为 后 来 数理 逻辑 四 大 分 支 之 一 ,给 希 尔 伯 
特 以 极 大 的 鼓舞 ,推动 他 进一步 发 展 数学 公理 化 思想 ,并 在 
1922 年 的 菜 比 锡 会 议 上 初步 提出 了 他 的 网 领 . 进一步 ,他 又 在 
1928 年 的 哥 尼 斯 堡 会 议 上 提出 如 下 四 大 任务 :分 析 的 无 矛盾 
性 ;更 高 级 数学 的 无 弄 盾 性 ;算术 及 分 析 系 统 的 完备 性 ;一 阶 谓 
词 演算 的 完备 性 . 这 里 的 无 矛盾 性 即 前 面 所 说 的 一 致 性 . 应 该 指 
出 ,在 哥 德 尔 冲击 波 到 来 之 前 ,他 的 纲领 已 取得 了 部 分 的 成 功 ， 

平地 一 声 春雷 ,惊醒 了 希 尔 伯 特 的 数学 美梦 ,出 生 在 捷克 的 
天 才 奥 地 利 数学 家 哥 德 尔 ,接连 向 希 尔 伯 特 想象 中 的 数学 大 厦 
投 去 几 枚 重 磅 炸弹 ,把 它 的 基石 炸 得 粉碎 . 并且 指出 ,任何 人 也 
休想 再 建 起 这 样 的 大 儿 ,因为 他 已 从 理论 上 论证 这 是 不 可 能 的 . 

其 实 哥 德尔 一 开始 对 希 尔 伯 特 计划 并 无 歹 意 ,相反 ,他 是 想 
沿 着 希 尔 伯 特 指引 的 道路 去 实现 这 个 计划 .不 料 , 在 实现 过 程 中 
过 到 了 不 可 逾越 的 障碍 . 他 发 现 : 第 一 ,一 个 包括 初等 数论 的 形 
式 系统 了 ,如 果 是 一 致 的 ,那么 就 是 不 完全 的 .第 二 ,如 果 这 样 的 
， 系 统 是 一 致 的 ,那么 其 一 致 性 在 本 系统 中 不 可 证 . 这 两 条 原理 被 
分 别称 为 哥 德 尔 的 第 一 和 第 二 不 完备 性 定理 ,发 表 于 1930 和 
1931 年 . 

从 哥 德 尔 的 结论 立即 可 以 看 出 , 希 尔 伯 特 纲领 是 不 可 能 实 
现 的 . 根据 第 一 不 完备 性 定理 , 希 尔 伯 特 的 形式 系统 THr 如 果 
是 一 致 的 ,那么 一 定 是 不 完备 的 ,根据 第 二 不 完备 性 定理 ,用 比 
TH 更 基本 的 元 数学 系统 TH 根本 不 可 能 证 明 TH 的 一 致 
性 . 即使 用 THr 自己 来 证 自己 的 一 致 性 也 不 行 ， 识 好 像 一 个 人 
不 能 拉 着 自己 的 头发 把 自己 提起 来 一 样 . 

勇士 希 尔 伯 特 是 不 届 不 挠 的 .冷静 思索 以 后 ,他 发 现 自己 的 
计划 并 非 已 全 无 希望 . 因为 哥 德 尔 不 完备 性 定理 同时 也 为 建立 
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新 型 的 数学 大 厦 指 出 了 一 线 光 明 : 需 要 有 比 有 穷 方法 更 强 的 方 
法 来 论证 形式 系统 的 一 致 性 .事实 上 , 希 尔 伯 特 的 追随 者 们 正 是 
沿 着 这 个 方向 ,在 旧 大 厦 的 废 城 上 重新 设计 和 建造 大 厦 的 . 


» 93. 


第 十 章 ”计算 复杂 性 


一 一 一 匹 难以 驾驭 的 烈 马 


在 前 面 , 我 们 把 需要 计算 的 问题 按 不 同 的 角度 进行 了 分 类 ， 
一 种 分 类 方法 是 根据 它们 在 图 灵机 意义 下 是 否 是 可 计算 的 (或 
是 否 是 可 判定 的 而 分 成 可 计算 问题 类 , 半 可 计算 问题 类 及 不 可 
计算 问题 类 . 另 一 种 分 类 方法 是 根据 它们 能 被 具有 哪 一 级 能 力 
的 计算 模型 计算 而 进行 分 类 , 由 于 计算 模型 五 花 八 门 , 这 种 分 类 
体系 就 不 是 唯一 的 了 . 其 中 最 重要 的 如 图 灵机 可 计算 类 ,线性 有 
界 自 动机 可 计算 类 ,下 推 自动 机 可 计算 类 ,有 穷 自动 机 可 计算 
类 ,等 等 . 在 本 章 中 ,我 们 要 对 问题 类 进行 第 三 种 分 类 . 那 就 是 ， 
在 假定 它们 能 被 同一 种 计算 模型 (主要 是 图 灵机 ) 所 计算 的 前 提 
下 ,根据 计算 的 复杂 性 进行 分 类 . 有 许多 种 评价 复杂 性 的 指标 ， 
如 用 了 多 少 计算 时 间 ( 按 图 灵机 执行 的 步 数 统计 ), 用 了 多 少 存 
贮 空间 ( 接 图 灵机 带子 上 使 用 的 格子 数 统计 ) ,改变 了 多 少 次 移 
动 方向 (图 灵机 读 写 头 从 左 移 改 为 右 移 或 相反 ) ,移动 的 总 次 数 
( 读 写 头 从 一 个 格子 移 向 邻 格 ), 回 访 次 数 ( 读 写 头 第 一 次 修改 一 
个 格子 的 内 容 后 返回 该 格子 的 次 数 ) , 预 访 次 数 ( 读 写 头 最 后 一 
次 修改 一 个 格子 的 内 容 前 访问 该 格子 的 次 数 ) ,等 . 其 中 最 重要 
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的 是 前 两 个 指标 ,或 称 测度 ， 分 别称 为 时 间 复杂 性 和 空间 复杂 性 
测度 . 

复杂 性 测度 通常 用 一 个 函数 表示 ,该 函数 以 图 灵机 输入 数 
据 的 长 度 a 为 变 元 ,一 般 要 求 是 递归 函数 ,否则 不 好 计算 . 分 别 
以 TT(n) 和 5S (x) 表 示 时 间 和 空间 复杂 性 . TIME (了 (xn)) 和 
SPACE(S(2)) 表 示 两 个 问题 类 , 它们 分 别 是 在 确定 型 图 灵机 计 
算 下 ,时 间 复 杂 性 不 超过 了 (x) 和 空间 复杂 性 不 超过 5S (x) 的 问 
题 类 .而 NTIME(T(n)) 和 NSPACE(S (mn)) 则 分 别 表 示 在 不 确 
定型 图 灵机 计算 下 相应 的 问题 类 , 所 谓 - 一 个 问题 类 的 时 间 复 杂 
性 不 超过 Tn), 是 指 其 中 的 任何 一 个 问题 ,如 果 输 入 数据 长 度 
为 4 的 话 ,图 灵机 执行 的 步 数 不 超过 本 (w). 对 空间 复杂 性 问题 
类 及 其 它 复杂 性 问题 类 的 定义 与 此 类 似 . 

在 此 处 要 解释 一 下 非 确 定型 图 灵机 (及 其 它 自 动机 ) 的 复杂 
性 含义 .在 第 六 章 中 ,我 们 曾经 为 这 类 计算 模型 的 计算 能 力 下 过 
这 样 的 定义 :对 于 它们 来 说 ,( 从 语言 识别 的 观点 看 ) 只 要 存在 一 
条 操作 序列 ,使 输入 句子 被 接受 , 即 认为 此 输入 句子 是 被 接受 
的 .那么 如 何 估计 它们 的 复杂 性 呢 ? 如 果 存 在 多 条 操作 序列 ,使 
输入 句子 被 接受 , 即 按照 最 短 的 那 条 操作 序列 来 估计 它 的 复杂 
性 .就 好 像 该 图 灵机 (或 自动 机 ) 在 控制 函数 取 多 值 的 每 个 分 叉 
路 口 能 猜 到 当前 的 最 佳 路 线 一 样 . 特别 地 ,它们 不 需要 像 确定 型 
图 灵机 (自动 机 ) 那 样 用 穷 举 -- 切 可 能 性 的 办 法 来 搜索 问题 的 
解 . 以 第 六 章 中 的 不 确定 型 有 限 自动 机 为 例 , 如 果 输 入 是 adne， 
它 决 不 会 尝试 走 右 边 的 路 去 匹配 ， 所 以 ,确定 型 复杂 性 类 一 定 是 
相应 的 非 确定 型 复杂 性 类 的 子 类 ， 

被 人 们 研究 得 最 多 的 ,也 是 最 重要 的 复杂 性 测度 函数 有 三 
类 :一 类 是 指数 型 的 , 常 写 为 c 的 形式 ,其 中 < 是 常数 .一 类 是 多 
项 式 型 的 , 常 写 为 x 的 形式 ,其 中 为 非 负 整数 . 另 一 类 是 对 数 
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型 的 , 常 写 为 logn 的 形式 .具有 这 些 复杂 性 的 问题 分 别称 为 指 
数 复杂 性 ,多 项 式 复 杂 性 和 对 数 复 杂 性 . 有 时 还 注 明 是 哪 一 类 测 
度 ,如 指数 时 间 复 杂 性 ,多 项 式 空 间 复 杂 性 等 . 以 第 二 章 中 的 加 
法 图 灵机 为 例 , 做 a 十 5 的 加 法 时 ,输入 数据 长 度 为 ”一 2 十 2 十 
3. 它 的 时 间 复 杂 性 为 T(a) 一 22 十 2, 空 间 复杂 性 为 SC) 一 ?十 
2. 都 是 线性 的 . 读者 如 果 做 了 乘法 图 灵机 的 习题 ,不 妨 自己 计算 
一 下 它 的 时 间 和 空间 复杂 性 . 
我 们 用 下 列 公式 来 归并 几 个 大 的 问题 类 ， 
PTIME= U TIME(n'), 


NPTIME= U NTIME (n), 
之 | 
PSPACE= U SPACE(n), | (10. 1) 


NPSPACE= U NSPACE (Cn), 
宇 1 


LSPACE= SPACE (logn), 
NLSPACE =NSPACE (logn). 

这 几 大 类 问题 之 间 已 经 发 现 有 如 下 的 包含 关系 ， 
LSPACECNLSPACESPTIMES 
NPTIMECPSPACE=—NPSPACE. . (10. 2) 

人 们 感 兴趣 的 是 其 中 的 包含 关系 三 能 否 进 一 步 精 确 化 为 一 

或 CC( 真 包含 ). 研究 得 最 多 的 是 PTIMESNPTIME 问题 ,简称 
P=NP? 问 题 . 虽 有 许多 计算 机 科学 家 和 数学 家 投入 了 大 量 的 精 
力 , 却 至 今 没有 解决 , 它 已 被 公认 为 是 计算 机 科学 理论 中 最 难 最 
有 兴趣 的 问题 之 一 . 对 此 ,下 一 车 要 专题 讨论 ， 目前 ,多 数 人 倾向 
于 认为 PNP. 

对 于 LSPACESNLSPACE 问题 也 作 了 许多 研究 . 萨 维 奇 

证 明了 :如 果 LSPACE=:NLSPACE, 则 此 等 号 可 推广 到 比 对 数 
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大 的 任意 复杂 性 函数 7 用 f 放 log 表示 :对 任意 x 之 0,7(zx) 
logsz) ,对 这 桩 的 f 恒 有 : 

SPACEC/f(n))=NSPACEC(f(n)). (10. 3) 
可 见 这 个 问题 的 重要 . 

萨 维 奇 的 这 个 结果 的 意义 还 在 于 , 它 脱离 了 单纯 研究 多 项 
式 ,指数 和 对 数 这 三 种 复杂 性 的 限制 ,而 讨论 一 般 函 数 了 的 复 
杂 性 形式 . 关于 这 个 问题 ,他 本 人 还 证 明了 如 下 结果 :对 任意 递 
归 函 数 f 有 : 

NSPACE(f(n))ESPACE(Cf(n)Y). (10. 4) 

用 id 表示 恒 等 函 数 / (x) =x. 不 难看 出 ,此 结果 与 前 面 的 
PSPACE 二 NPSPACE ( 那 是 关于 整个 多 项 式 复杂 性 类 的 ) 及 
LSPACECNLSPACE ( 那 是 关于 对 数 复杂 性 的 ,log 二 id) 都 没 
有 矛盾. 相反, 它 是 前 面 结果 的 细 化 ， 

对 于 式 (10. 2) 中 的 另 一 个 包含 关系 NPTIMESPSPACE， 
彼 德 还 作 了 如 下 的 细 化 ,他 证 明 

NTIME (Coxz) )C2SPACE(CCFCa)]I27. 《10.5) 
根据 前 一 个 包含 关系 ,只 知道 例如 非 确定 型 时 间 复 杂 性 为 x'” 
的 问题 ,其 确定 型 空间 复杂 性 一 定 也 是 多 项 式 型 的 ,但 有 了 人 彼 德 
逊 的 结果 ,就 知道 该 多 项 式 的 次 数 不 会 超过 50. 

经 然 允许 把 任意 的 递归 函数 作为 复杂 性 函数 ,那么 自然 会 
产生 一 个 问题 ,如 果 fi 和 f 都 是 递归 函数 ,记过 f,, 请 问 以 fi 
作为 复杂 性 上 界 的 问题 类 一 定 真 包含 以 fs 作为 复杂 性 上 界 的 
问题 类 吗 ? 亦 即 ; 是 否 存 在 一 个 问题 类 , 它 的 复杂 性 不 超过 记 ， 
但 却 超过 f。? 如 果 是 这 样 ,那么 用 递归 函数 的 大 小 来 定义 问题 
类 的 复杂 性 分 层 就 是 很 合适 的 了 . 

一 般 地 说 ,这 个 结论 是 不 成 立 的 , 事实 表明 ,单单 是 用 ， 
(例如 记 夺 所 十 1) 还 不 是 以 使 以 5 为 复杂 人 性 上 界 的 问题 类 超过 
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以 f 为 复杂 性 上 界 的 问题 类 . fi 必须 “足够 地 ”大 于 户 , 才 能 够 
和 户 拉 开 一 个 层次 . 下 面 的 结果 将 表明 这 一 点 , 不 过 在 此 之 前 ， 
我 们 先 看 一 个 定性 的 结果 . 

定理 10.1 设 f 是 一 个 全 递归 函数 (处 处 有 定义 的 递归 函 
数 ), 则 一 定 存在 一 个 递归 语言 工 , 它 的 识别 问题 不 在 TIME 
《f(n)) 中 ， 

证 明 大 意 : 按 某 种 原则 对 所 有 图 灵机 进行 编号 ; M1, M，， 
M;,…. 根据 第 八 章 中 的 论证 ,这 是 可 以 做 到 的 . 考虑 字母 表 3 
二 {0,]), 对 2" 内 的 所 有 字 进 行 编号 :zz yz， 这 也 是 可 以 做 
到 的 .设计 上 的 语言 上 如 下 : 

Zi€EL<-> Mi; 在 时 间 f(x;|) 内 不 接收 x. 为 了 证 明 工 是 一 
个 递归 语言 ,建立 识别 语言 工 的 图 灵机 M' 如 下 :AM' 的 功能 是 ， 
对 每 个 输入 y: 

1. 算出 y 的 长 度 ”, 并 算出 Fa) ,由 于 了 是 全 递归 函数 ,这 
一 定 可 以 做 到 . 

2. 按 编号 次 序 逐 个 校 举 2' 中 的 字 , 找 到 zx; 二 y 

3. 根据 i 的 值 找到 第 i 台 图 灵机 Mi 

4. 模 似 Mi 识别 y. 

5. 若 能 在 f(w) 步 内 识别 y, 则 拒绝 之 (y 不 属于 工 ) ,否则 ， 
接受 y. 

显然 ,图 灵机 M 接受 语言 工 ,因此 二 是 递归 语言 ， 

现在 断言 :没有 一 台 图 灵机 能 在 时 间 f(x) 内 识别 语言 工 . 
如 若 不 然 , 令 好 是 这 样 的 一 台 图 灵机 , 它 必 定 在 图 灵机 的 编码 
序列 中 , 设 及 M;. 现在 问 ;z; 在 工 中 吗 ? 车 z; 在 工 中 ,那么 根 
据 刚才 的 假设 ,MM; 应 能 在 时 间 f(x) 内 接受 zj, 但 根据 工 的 定 
义 ,这 样 的 zj 不 应 属于 工 ;车 说 是 x; 不 在 工 中 吧 ,M; 又 应 拒绝 
zi, 根据 工 的 定义 ,z; 又 应 在 工 中 ,所 以 无 论 怎 么 说 都 是 巴 盾 . 
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这 说 明 MM; 不 能 在 时 间 f(x) 之 内 识别 语言 志 . 也 就 是 说 这 样 的 
图 灵机 根本 不 存在 .证 毕 . 

从 这 个 定理 立即 可 以 推出 ,存在 无 穷 多 个 复杂 性 层次 . 我 们 
随便 找 一 个 全 递归 函数 /(n) 作 为 起 点 ,根据 上 述 定理 必 有 递归 
语言 工 , 它 不 能 在 f(n) 时 间 内 被 任 一 图 灵机 识别 . 设 g(x) 是 接 
受 工 的 某 个 图 灵机 的 复杂 人 性,g(z) 必 然 是 递归 函数 . 令 h(n) 二 
max(f(2),g(n)),h(n) 也 一 定 是 递归 函数 ,把 这 个 h(n) 作 为 新 
的 一 轮 的 f(x), 再 次 使 用 上 述 定义 ,又 可 得 到 一 个 复杂 性 超过 
h(n) 的 语言 L' ,如 此 循环 不 已 , 即 得 到 复杂 性 的 一 个 无 穷 层 次 . 

这 里 说 的 虽然 是 时 间 复 杂 性 ,但 对 于 空间 复杂 性 ,其 结论 也 
是 一 样 的 . 

严格 地 说 ,上 面 的 证 明 不 能 看 成 是 构造 性 的 . 因为 语言 工 
以 及 新 的 复杂 性 函数 g (mn) 和 h(n) 等 都 很 难 用 直观 的 方法 表 
示 ,我 们 需要 一 种 更 简明 的 复杂 性 层次 构造 方法 ,为 此 ,引进 空 
间 和 时 间 可 构造 函数 的 定义 ， 

设 SCn) 是 一 个 函数 . 如 果 存 在 图 灵机 M,ME SPACE 
《Sln)) (含义 是 ;对 任何 长 度 为 n 的 输入 ,MM 占用 的 带 格子 数 不 
超过 SCn)), 并 且 对 每 个 %, 确 有 长 度 为 的 输入 ,使 MM 占 用 S 
(n) 个 带 格 子 , 则 称 S(z) 是 一 个 空间 可 构 音 函数， 

由 于 格子 数 一 定 是 整数 ,并 且 每 次 运行 起 码 占用 一 个 格子 ， 
而 5 Cn) 之 值 却 不 一 定 是 整数 ,因此 ,图 灵机 之 空间 复杂 性 为 
S(n) 的 实际 含义 是 它 的 复杂 性 为 max(1, 厂 S (x) .1), 其 中 
三 x -表示 不 超过 z 的 最 大 整数 ， 

可 以 证 明 ,logzn ,x ,2" 及 nn 终 都 是 空间 可 构造 函数 . 并 且 若 
Si (和 S;(n) 都 是 空间 可 构造 函数 , 则 SiCn)，Ss02) ,2 中 及 
SC) 也 都 是 空间 可 构造 函数 . 

定理 10.2 设 函 数 5 之 log, S, 之 log, S;(n) 是 空间 可 构造 
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其 中 inf 表示 下 极限 , 则 一 定 存在 一 个 语言 LE€ SPACE 
(SCn)),; 但 L&SPACE(S(n)). 

类 似 地 , 斌 以 定义 时 间 可 构造 函数 ,但 是 时 间 复 杂 性 和 空间 
复杂 性 有 些 不 同 , 它 要 求 构造 复杂 性 层次 所 用 的 函数 是 完全 时 
间 可 构造 的 .了 (2) 称 为 完全 时 间 可 构造 的 ,如 果 存 在 一 个 图 灵 
机 M, 它 对 每 个 长 度 为 二 的 输入 ,都 正好 执行 了 (>) 步 动作 . 相应 
的 定理 是 ， 

定理 10. 3 ”如果 T: (x ) 是 完全 时 间 可 构造 沙 数 ,Ti (x) 是 
另 一 个 函数 ,它们 满足 : 


in {L087 1) 一 0， (10.7) 
no0 T,(n) 


则 一 定 有 语言 L,LETIME(T,(n)), 但 L&TIME(CT,(n)). 

不 难看 出 ,时 间 复 杂 性 的 层次 比 空间 复杂 性 的 层次 要 稀 朴 
一 些 . 对 后 者 来 说 ,只 要 $:(z) 当 mco 时 的 值 比 S: (Ca) 的 相应 值 
“大 得 多 (笼统 的 说 法 ) 就 可 以 了 , 对 前 者 来 说 , 却 要 求 Ts:(a) 的 
值 当 ”>co 时 比 了 (zlog7" (x) 的 相应 值 “大 得 多 ” 才 行 . 例 
如 ,车 Si(n) 二 xn, S;(n) 二 nw，logn， 则 S,(n) 构 成 比 S; (2) 更 高 
的 层次 .但 若 7T, (2) 二 x， Ts(n) 二 n* logn; 则 定理 10. 3 的 前 提 
不 成 立 , 得 不 出 Tz(n) 构 成 更 高 层次 的 结论 . 

对 于 非 确定 型 的 图 灵机 ,也 有 类 似 的 空间 复杂 性 层次 , 见 下 


面 的 定理 ， 
定理 10.4 对 e>0 和 7 之 0 有 
NSPACE(n’)CNSPACE(n’). C10. 8) 
同时 ,对 e>0 和 >>1 有 
NSPACE(m”) CNSPACE( (r+e)"). (10. 9) 
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注意 ,如 果 是 确定 型 图 灵机 ， 则 相应 应 的 包含 关系 都 是 前 面 定 
理 的 特例 ,因为 


inf -= inf es ey =0. (10. 10) 


可 见 有 关 非 确定 型 复杂 性 层次 的 结果 尚 不 如 确定 型 复杂 性 层次 
的 结果 那么 深入 . 另外 ,有 关 时 间 复 杂 性 层次 的 研究 似乎 也 没有 
空间 复杂 性 层次 的 研究 那样 透彻 
从 上 面 几 个 定理 来 看 ,复杂 性 层次 的 区 分 主要 取决 于 复杂 
性 函数 在 *~co 处 的 行为 ,复杂 性 函数 的 常数 因子 似乎 不 起 多 
大 作用 .下面 的 定理 为 这 种 直观 感觉 提供 了 一 定 的 佐证 ; 
定理 10.5 对 于 任意 正 整 数 之 1 ,任意 正 数 c>0, 任 意 复 


杂 性 函数 T(n) 满 足 
{2 
inf = 


(10. 11) 


者 ,如 果 语 言 LETIME,(T(n)), 此 处 TIME, 表示 限于 带 图 
灵机 , 则 也 有 包含 关系 LE TIME,CeT(n)). 
注意 我 们 可 使 c 任意 小 ,说 明 常 数 因子 的 作用 可 以 忽略 不 
计 . 这 个 定理 的 另外 一 个 值得 注意 之 点 是 它 考虑 到 了 图 灵机 中 
带子 的 数目 ,这 是 比 前 面 更 细致 的 讨论 ,因为 我 们 在 前 面 考察 的 
是 一 般 图 灵机 的 集合 ,没有 区 分 它们 的 带子 数目 , 那么 ,带子 数 
量 的 增 减 对 图 灵机 的 计算 能 力 究竟 有 何 影 响 呢 ? 刚才 的 定理 表 
明 :变动 常数 因子 c 不 需要 变动 带子 数目 上 . 下面 的 定理 说 明 增 
加 带子 数量 与 计算 能 力 变 化 之 间 的 关系 ， 
定理 10.6 车 LETIME(T(n))， 
则 ZETIME,([7(z) 了 ). 
定理 10.7 车 LETIME(T(n))， 
则 ZETIME,(T(n) * logn). 
定理 10.8 车 ZENTIME(T(n))， 
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则 ZENTIME(CCT (2 7 了)， 
定理 10.9 若 LENTIME(7 (2) )， 
则 LENTIMEsT(n) * logn). 

布 鲁 姆 发 现 ,各 种 复杂 性 测度 有 一 些 共同 的 性 质 ,他 把 这 些 
共同 性 质 抽 象 出 来 ,发 展 了 一 套 公理 化 复杂 性 理论 , 称 为 布 鲁 姆 
测度 理论 . 他 的 公理 体系 如 下 ， 

令 zz) 是 一 个 部 分 递归 函数 . @6(z) 是 另 一 个 部 分 范 数 , 满 
足下 面 两 个 条 件 : 

1. 对 所 有 nn, 几 gln) 有 定义 处 ,Bn) 必 有 定义 ， 

2. 对 所 有 n、m,;$0n) 二 m? 是 可 判定 的 ， 

则 B(x) 可 以 看 作 是 pln) 的 (抽象 计算 复杂 性 函数 . 许多 
相对 于 具体 的 计算 复杂 性 应 数 的 研究 成 果 , 可 以 推广 到 满足 布 
鲁 姆 公理 系统 的 抽象 计算 复杂 性 函数 上 来 ,前 面 引进 的 时 间 复 
杂 性 和 空间 复杂 性 函数 都 属于 这 个 范畴 . 其 中 最 有 兴趣 的 ,是 所 
谓 加 速 定理 和 间隙 定理 . 

给 定 一 个 递归 函数 f ,是否 一 定 存 在 一 个 最 佳 算法 ,或 日 最 
佳 图 灵机 ,来 计算 f? 这 里 的 最 佳 指 的 是 最 低 的 计算 复杂 性 . 可 
以 是 具体 的 ,也 可 以 是 抽象 的 ,所 谓 的 加 速 定理 对 此 给 出 了 一 个 
出 乎 意料 的 回答 ;不 一 定 ! 确实 存在 着 这 样 的 递归 函数 f ,无 论 
你 找到 怎样 好 的 图 灵机 M 来 计算 f, 总 可 以 构造 一 个 同样 能 计 
算 f 的 , 比 M 的 复杂 性 更 低 的 图 灵机 M'! 

对 于 具体 的 计算 复杂 性 有 如 下 结果 ; 

定理 10. 10 ”存在 着 这 样 的 递归 函数 f, 对 于 任 一 计算 此 函 
数 的 图 灵机 M, 如 果 M 受 控 于 空间 复杂 性 函数 SCn) 的 话 ,一 定 
存在 着 另 一 个 计算 f 的 图 灵机 M' ,使 M' 受 控 于 空间 复杂 性 函 
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附带 说 明 :我们 说 图 灵机 M 受 控 于 某 复杂 性 函数 qkn) ,如 
果 存 在 一 只 依赖 于 M 的 常数 N ,使 得 当 >>N 时 恒 有 g (x) 二 
9ln) ,此 处 g(n) 是 M 的 实际 计算 复杂 性 函数 ， 

定理 10.11 存在 着 这 样 的 递归 函数 六 ,对 于 任 一 计算 此 画 
数 的 图 灵机 M, 如 果 MM 受 控 于 时 间 复 杂 性 函数 醋 (m) 的 话 , 一 定 
存在 着 另 一 个 计算 了 的 图 灵机 M' ,使 M' 受 控 于 时 间 复 杂 性 函 
数 VT(n). 

布 鲁 姆 用 他 的 公理 化 复杂 性 理论 对 这 个 问题 来 了 个 一 锅 
端 . 他 证 明了 如 下 的 一 般 性 结果 ， 

定理 10. 12 任 给 全 递归 函数 ”, 任 意 指定 一 种 满足 布 鲁 姆 
公理 的 测度 B, 一 定 存 在 一 个 递归 函数 了 ,使 得 对 于 任 一 计算 /了 
的 图 灵机 .MM, 如 果 M 受 控 于 B 中 的 复杂 性 函数 g 的 话 ,一 定 存 
在 另 一 个 计算 的 图 灵机 M' ,使 得 M' 受 控 于 B 中 的 复杂 性 函 
数 gg). 

注意 这 个 定理 作 了 了 两 方面 的 充分 推广 ,一 是 把 具体 测度 (如 
空间 .时 间 ) 推 广 到 任意 的 布 鲁 姆 测度 , 另 一 是 把 具体 的 加 速 函 
数 ( 如 加 倍 ,平方 推广 到 任意 的 全 递归 函数 (可 以 是 任意 的 > 
次 方 ,n 的 指数 函数 ,n 的 阶乘 等 等 ). 例如 ; 令 pln) = 二 2n,B 为 空 
间 复 杂 性 , 即 得 到 定理 10. 10 的 结果 . 令 p(n) = 好 ,8 为 时 间 复 
杂 性 , 即 得 到 定理 10. 11 的 结果 . 

另 一 个 有 兴趣 的 结果 是 间隙 定理 . 我 们 在 前 面 研究 计算 复 
杂 性 层次 时 就 已 经 发 现 . 并 不 是 把 复杂 性 函数 加 大 一 点 点 就 可 
以 得 到 新 的 复杂 性 层次 ,而 总 是 要 拉 开 相当 的 距离 才 行 . 人 们 有 
理由 间 : 不 能 把 复杂 性 层次 分 得 更 细 吗 ?是 不 是 仅仅 由 于 我 们 的 
证 明 技巧 还 不 够 , 才 未 能 做 到 这 一 点 呢 ? 布 洛 丁 的 下 列 结果 告诉 
我 们 :复杂 性 层次 不 能 任意 细 分 ,两 层 复杂 性 之 间 的 非 空间 院 是 
确实 存在 的 : 不 仪 如 此 ,这 种 间隙 想 要 多 大 就 多 大 . 
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定理 10.13 ” 任 给 全 递归 函数 gc>id ,任意 指定 一 种 满足 布 
鲁 姆 公理 的 测度 B. 一 定 存 在 一 个 单调 的 递归 函数 f ,使 得 受 限 
于 /的 复杂 性 问题 类 即 是 受 限 于 9 让) 的 复杂 性 问题 类 . 

选择 足够 大 的 p, 即 可 得 到 任意 大 的 间隙 
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第 十 一 章 P= 二 NP? 


-一 一 个 难 倒 了 无 数 数学 家 的 迹 


我 们 已 经 论证 过 计算 机 能 力 的 一 种 极限 ,就 是 存在 着 它 “ 计 
算 不 了 ”的 问题 类 . 在 本 章 中 ,我 们 还 要 论证 计算 机 能 力 的 另 一 
种 极限 ,就 是 除了 “计算 不 了 ”的 问题 类 之 外 ,还 存在 着 它 “ 实 际 
上 计算 不 了 ”的 问题 类 . 这 是 什么 意思 呢 ? 从 理论 上 说 ,如 果 对 计 
算 所 需 的 时 间 和 空间 不 加 限制 的 话 ,后 一 类 问题 总 是 可 以 计算 
或 解决 的 ,因为 确实 已 经 知道 计算 这 些 问 题 的 具体 算法 ;但 从 实 
际 上 说 ,这 类 问题 却 又 是 计算 机 难以 计算 的 ,因为 这 些 问题 是 如 
此 之 复杂 ,需要 计算 的 时 间 是 如 此 之 长 ,以 致 于 没有 等 到 计算 
完 , 计 算 机 已 经 磨损 为 一 堆 废 铁 甚至 侍 埃 ,或 许 算 题 的 人 已 经 传 
到 他 的 第 八 万 代 重 孙 , 或 许 甚至 地 球 和 太阳 系 都 已 经 不 存在 了 . 

这 并 不 是 危 言 答 听 ,我 们 在 前 面 已 经 谈 到 了 计算 有 一 个 复 
杂 性 问题 . 不 过 在 那里 主要 是 理论 上 的 探讨 ,不 涉及 在 计算 机 上 
作 具 体 计算 , 如 果 考 虑 到 要 真 刀 真 枪 地 用 计算 机 来 算 , 那 就 必须 
弄 清 楚 , 什 么 样 的 复杂 性 是 我 们 可 以 容忍 的 , 换 句 话 说 ,具有 什 
么 样 复杂 性 的 问题 类 被 认为 是 现实 可 计算 的 ,而 超过 了 这 个 复 
杂 性 界限 的 问题 类 就 不 再 是 现实 可 计算 的 . 为 了 说 明 这 个 问题 ， 
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我 们 再 次 考虑 复杂 性 的 阶 , 不 过 这 一 次 不 是 以 图 灵机 带子 上 的 
数据 ( 那 是 抽象 的 ) 作 为 依据 ,而 是 以 现实 的 问题 作为 依据 . 

我 们 用 三 个 例子 来 说 明 问题 ,这 三 个 例子 是 : 求 个 数 的 平 
均 ; 求 ”个 数 两 两 相 乘 的 乘积 ; 写 出 所 有 的 = 位 整数 . 这 三 个 例 
子 的 复杂 性 阶 各 不 一 样 , 解 第 一 个 例子 需要 做 a 一 1 次 加 法 和 一 
次 除法 , 解 第 二 个 例子 需要 做 C1 二 n(n 一 1)/2 次 乘法 , 解 第 三 个 
例子 需要 写 出 10" 个 位 数字 . 可 以 看 出 ,第 一 个 例子 属于 复杂 
性 为 线性 的 问题 类 .第 二 个 例子 属于 复杂 性 为 平方 型 的 问题 类 ， 
而 第 三 个 例子 属于 复杂 性 为 指数 型 的 问题 类 ,在 所 有 这 些 例子 
中 ,问题 本 身 的 规模 都 以 表示. 

在 实际 计算 中 ,不 同 的 复杂 性 意味 着 什么 呢 ? 有 人 列 出 了 下 
面 这 张 表格 ; 


12.7 天 | 35.7 年 | 366 世纪 
3855 | 2X10! [1.3X10% 
世纪 | 世纪 


从 这 张 表 中 ,可 以 明显 地 看 出 在 多 项 式 型 复杂 性 ( 表 中 只 列 
到 于) 和 指数 型 复杂 性 ( 表 中 只 举 2 和 3" 的 例子 ) 之 间 的 鸿沟 . 
当 问 题 规模 从 10 上 升 到 60 时 (不 过 上 升 为 6 售 1) ,ns 型 复杂 性 
的 计算 时 间 仅 从 1 秘 上 升 为 130 分 ,而 指数 型 的 2" 类 问题 的 计 
算 时 间 却 从 千 分 之 一 秒 上 升 为 366 个 世纪 . 对 于 3" 类 问题 来 
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说 ,计算 时 间 更 从 0. 059 秒 上 升 为 1. 3X10* 个 世纪 . 为 了 理解 
这 个 数字 的 含义 ,不 妨 记 住 如 下 的 事实 :现代 人 诞生 于 20 万 年 
前 ,相当 于 2X10: 世纪 .古人 类 诞生 于 400 万 年 前 ,相当 于 4X 
104 世纪 . 枣 龙 灭绝 于 6500 万 年 前 ,相当 于 6.5X 105 世纪 . 地 球 
诞生 于 45 亿 年 前 ,相当 于 4. 5X107 世纪 . 而 根据 大 爆炸 宇宙 学 
的 推算 ,我 们 所 在 的 宇宙 的 年 龄 小 于 200 亿 年 , 即 2X108 世纪 . 
所 有 这 些 漫 长 的 岁月 , 比 起 计算 一 个 3" 类 问题 所 需 的 103? 世 纪 
来 , 却 又 都 是 何等 短暂 的 一 瞬 1 

可 见 , 用 单纯 延长 计算 时 间 的 办 法 来 求解 复杂 性 高 的 问题 
是 行 不 通 的 . 那么 ,用 提高 计算 机 速度 的 方法 行 不 行 呢 ?在 过 去 
的 几 十 年 中 ,计算 机 速度 在 飞速 提高 ,我 们 在 第 七 章 中 提 到 过 的 
第 一 台电 子 计算 机 ,每 秒 钟 可 做 十 位 十 进 制 数 的 5000 次 加 法 ， 
或 500 次 乘法 ,或 50 次 除法 ,相当 于 普通 人 计算 能 力 的 十 万 倍 . 
可 现在 ,人 们 已 经 造 出 了 每 秒 能 作 数 百 亿 次 浮 点 运算 的 电子 计 
算 机 . 平均 每 十 年 提高 运算 速度 100 倍 , 既然 如 此 , 那 就 让 我 们 
造 出 更 快 更 大 的 计算 机 好 了 . 遗憾 的 是 ,这 条 路 仍 走 不 通 . 为 了 
说 明 这 一 点 ,让 我 们 再 借用 一 张 别 人 列 出 的 表格 ,其 中 说 明了 ， 
对 具有 不 同 复杂 性 的 问题 类 , 当 计算 机 的 速度 提高 时 ,解决 相应 
问题 类 的 能 力 会 提高 多 少 , 


快 1000 倍 的 


1000N, 
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从 表 中 可 以 看 出 ， 对 于 复杂 性 为 线性 的 问题 ， 如 果 原 来 在 
一 小 时 之 内 可 以 计算 的 问题 的 规模 是 Ni, 则 当 计 算 机 速度 提高 
到 zm 倍 时 , 解 题 规模 也 提高 m 倍 , 达到 mN;. 对 于 复杂 性 为 ns 
型 的 问题 , 计算 机 速度 提高 到 100 信和 1000 倍 时 , 解 题 规模 也 
分 别提 高 为 2.5 倍 和 3. 98 倍 ， 可 是 指数 型 的 问题 就 不 一 样 了 ， 
对 于 2" 类 的 问题 , 即使 计算 机 速度 提高 1000 倍 , 解 题 能 力也 不 
能 成 倍增 长 ， 哪 怕 增 加 ~- 倍 也 不 行 ， 而 只 能 是 多 算 约 10 道 题 . 
附带 说 明 一 句 ， 这 张 表 和 上 一 张 表 都 是 根据 实际 的 计算 机 运行 
记录 推算 的 , 解 算 的 都 是 特定 的 具体 问题 . 如 果 换 一 批 问题 , 数 
据 可 能 会 有 小 的 变化 ， 但 不 会 有 本 质 的 不 同 . 

因此 ， 单 纯 依 靠 提 高 计算 机 速度 也 不 是 办 法 ， 于 是 ， 人 们 
认为 ， 关 键 问题 是 要 从 数学 上 找 出 好 的 算法 ， 而 决 不 能 用 计算 
机 来 硬 扒 ， 果 然 ， 计 算数 学 家 们 找 出 了 各 种 各 样 的 好 办 法 ， 使 
一 些 本 来 难以 计算 的 问题 变 成 好 计算 的 了 。 例如， 用 计算 机 对 
卫星 照片 进行 处 理 ,如 果 在 一 张 10 厘米 见方 的 照片 上 以 一 微米 
(万 分 之 一 厘米 〉 为 间 阶 打上 格子 ， 则 处 理 一 张 照片 需要 进行 
10" 次 运算 , 即 1 亿 亿 次 运算 , 即使 用 每 秒 百 亿 次 的 计算 机 也 要 
连续 算 上 十 多 个 层 夜 . 但 是 ， 有 人 发 明了 一 种 好 方法 ， 即 所 谓 
快速 埔里 叶 分 析 , 把 两 个 1 阶 多 项 式 相 乘 的 复杂 性 从 n? 降低 到 
n* logn. 仅 此 一 项 ， 就 使 同 祥 的 计算 机 解 同样 的 问题 的 时 间 降 
低 到 1/3 秒 ! 

照 这 样 说 ,我 们 只 需 为 每 个 问题 类 找 出 巧妙 的 算法 就 行 了 ? 
但 是 在 作 这 个 结论 之 前 应 该 首先 问 一 下 ， 巧 妙 的 算法 永远 存在 
吗 ? 实际 上 , 像 傅 里 叶 分 析 涉 及 的 x? 复杂 性 还 远 非 是 我 们 的 大 
收 ,从 前 面 两 张 表 可 以 看 出 , 真正 难 对 付 的 是 指数 型 复杂 性 , 它 
的 对 立 面 是 多 项 式 复杂 性 ， 如 果 对 每 个 问题 类 都 能 找到 多 项 式 
复杂 性 的 算法 ， 尽 管 这 种 复杂 性 依然 可 以 很 高 ， 我 们 就 已 经 谢 
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天 谢 地 了 .人 们 习惯 于 把 理论 上 可 计算 的 间 题 类 《〈 即 加 灵机 可 
计算 的 ) 称 作 能 行 可 计算 的 ， 而 把 具有 多 项 式 复杂 人 性 的 问题 类 
称 作 有 效 可 计算 的 .后 者 是 前 者 的 一 个 子 类 ， 根 据 洪 加 威 关于 
计算 模型 相似 性 的 研究 ， 我 们 有 理由 相信 ， 一 个 问题 类 是 否 是 
有 效 可 计算 的 ， 正 像 它 是 否 是 能 行 可 计算 的 一 样 ， 都 不 取决 于 
所 使 用 的 计算 模型 (当然 是 在 和 图 灵机 等 价 的 计算 模型 范围 之 
内 ). 

怎样 才能 知道 是 否 对 各 种 问题 类 都 存在 多 项 式 复杂 性 的 算 
法 (以 后 简称 多 项 式 算法 ) 呢 ? 从 理论 上 来 说 , 就 是 要 解决 P 一 
NP? 的 问题 . 也 就 是 说 ， 用 确定 型 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 可 解 
的 问题 类 是 否 即 是 用 非 确定 型 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 可 解 的 问 
题 类 ? 这 个 问题 的 重要 性 在 于 : 刻 今 为 止 我 们 所 知道 的 “有 意 
义 ” 的 问题 类 都 属于 NP, 如 果 能 够 证 明 P=NP, 那 末 这 些 癌 题 
类 也 就 都 属于 P, 即 可 以 找到 多 项 式 算法 . 当然 , 其 中 不 应 包括 
我 们 在 本 章 中 提 到 的 那个 打印 问题 ， 它 不 能 算是 一 种 计算 ，“ 

在 还 没有 证 明 P=NP 还 是 P 关 NP 的 情况 下 ， 我 们 只 好 暂 
时 把 还 未 找到 多 项 式 算法 的 问题 不 归 入 P 类 .由 于 了 肯定 是 
NP 的 子 类 , 因此 这 些 问题 可 暂时 算 入 NP 一 P 中 . 人 们 发 现 ,对 
NP 一 P 类 中 的 问题 可 加 以 分 化 ， 区 别 对 待 ， 为 此 ， 首先 引进 了 
归 约 的 概念 . 

我 们 用 形式 语言 的 方式 来 解释 PP 妇 约 .假设 有 两 个 字母 表 
和 厂 ,以 及 定义 于 其 上 的 两 个 语言 4 和 B, AC3*, BCT*. 
如 果 存 在 把 4 映 入 B 的-- 对 一 映射 7， 使 得 

VY rEEZ' ,rE A EB, (11.1) 

并 且 / 可 用 一 台 确 定型 的 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 计算 , 则 称 语 

言 4 的 识别 间 题 可 以 了 归 约 为 语言 B 的 识别 问题 . 一 个 直接 的 

推论 是 : 如 果 语 言 B 可 以 在 多 项 式 时 间 内 被 识别 , 则 语言 4 也 
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一 定 在 多 项 式 时 间 内 可 识别 ， 有 时 简称 4 可 以 归 约 为 B， 用 记 
号 AccB 表示 。 

假设 C 是 NP 中 的 一 个 子 类 ,问题 类 B 称 为 是 C 完备 的 ， 
如 果 B 是 C 的 一 个 子 类 ， 并 且 C 中 任何 问题 类 A 均 可 PP 归 约 
为 B， 当 C 即 是 NP 自己 时 ， 称 B 是 NP 完备 的 .这 种 问题 类 
具有 特殊 的 意义 ， 因 为 任何 NP 类 问题 均 可 尸 妇 约 于 它 . 换 句 
话说 ， 只 要 能 证 明 其 中 任何 一 个 是 多 项 式 时 间 可 解 的 ， 则 整个 
NP 类 也 都 是 多 项 式 时 间 可 解 的 ，P==NP 的 问题 也 就 解决 了 . 

发 现 第 一 个 NP 完备 问题 的 是 柯 克 .他 选择 的 问题 是 命题 
公式 的 可 满足 性 问题 , 简称 SAT 问题， 问题 内 容 如 下 : 求 一 个 
算法 ， 使 得 对 任意 一 组 有 限 个 命题 公式 (其 中 每 个 公式 都 是 用 
或 符号 联结 起 来 的 命题 变量 或 带 非 符号 的 命题 变量 ) 都 可 在 有 
限时 间 内 判定 ， 是 否 存 在 对 各 命题 变量 的 一 个 真 值 指派 ， 使 得 
所 有 这 些 命题 公式 均 被 满足 ， 这 种 特殊 形式 的 命题 公式 称 为 命 
题 子 句 ， 它 是 第 七 章 中 讲 过 的 谓词 子 句 的 特例 ， 其 可 满足 问题 
是 一 个 复杂 的 组 合 问题 . 例如 , 子 句 组 {AV B, ~4V 一 B) 是 
可 满足 的 , 相应 的 真 值 指派 是 4 王 7T, B= 下 或 4=F,8=T, 而 
子 句 组 {4VB，~A， 一 8B) 则 是 不 可 满足 的 . . 

柯 克 证 明 的 大 意 是 对 NP 中 的 每 个 问题 类 加 以 抽象 化 ， 使 
之 成 为 非 确定 型 图 灵机 计算 的 问题 , 然后 构造 一 个 相应 的 SAT 
问题 ， 并 证 明 前 者 可 以 了 归 约 为 后 者 ， 由 于 证 明太 长 ， 不 能 在 
此 详 述 其 细节 . 柯 克 开 了 头 以 后 ， 人 们 利用 他 的 方法 ， 发 现 了 
一 个 又 一 个 NP 完备 问题 , 这 样 的 问题 现在 已 至 少 有 好 几 百 个 ， 
此 处 略 举 数 例 . 

1 三 满足 问题 . 在 SAT 问题 中 ， 把 子 句 的 长 度 〈 子 名 内 
所 含 原 子 个 数 ) 限制 为 3, 称 为 3SAT 问题 , 它 仍 是 NP 完备 的 . 

2. 子 图 同 构 问 题 . 对 任意 两 个 图 4 和 B, 间 B 是否 同 构 于 
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4 的 一 个 子 图 ? 

此 处 的 图 是 一 个 数学 概念 ， 具体 指 无 向 图 它 由 一 组 节点 
V 和 一 组 边 E 组 成 , 其 中 每 条 边 连 接 V 中 两 个 不 同 的 点 ,并且 ， 
每 两 个 点 之 间 最 多 有 一 条 边 相 连 . 图 G 的 一 个 子 图 G 由 G 的 
节点 集 V 的 子 集 V' 及 C 的 边 集 EE 的 子 集 E' 组 成 , E' 中 的 边 
只 联结 了 ' 中 的 点 并 且 不 改变 原来 的 联结 关系 . 两 个 图 G, 和 G， 
称 为 同 构 ， 如 果 在 节点 集 V; 和 VY, 及 边 集 五 和 Es 间 分 别 有 一 
一 对 应 关系 ， 并 且 满 足下 列 条 件 ， 边 el 和 es 对 应 ， 当 且 仅 当 el 
联结 的 两 个 点 分 别 和 e: 联结 的 两 个 点 对 应 . 

在 下 图 中 , 图 B 和 图 4 的 一 个 子 图 同 构 , 图 C 和 图 4 的 任 


何 子 图 都 不 同 构 . 


A B C 


3. 三 维 匹 配 问题 .9 为 正 整数 ,在 三 维 空间 中 给 定 立方 体 一 
0<z, y, zg 一 1. 任 给 它 的 一 个 于 集 , 问 子 集 中 是 否 存在 g 个 
整数 格 点 ， 其 中 任意 两 个 格 点 的 所 有 座 标 值 都 不 一 样 ? 

4. 哈密 顿 图 问题 . 任 给 一 个 图 , 能 否 在 图 中 走 一 图 后 回 到 
出 发 点 ， 并 且 除 出 发 点 外 ， 其 它 每 个 点 恰好 经 过 一 次 ? 

在 几 百 个 NP 完备 问题 中 ， 绝 大 多 数 都 以 上 面 这 种 判定 问 
题 的 形式 出 现 ， 但 也 有 以 最 优化 问题 的 形式 出 现 的 ， 其 中 比较 
著名 的 一 个 是 旅行 推销 员 问题 (也 称 货 郎 担 问题 ), 它 的 大 意 是 : 
任 给 ”个 城市 及 每 两 个 城市 之 间 的 距离 ， 求 一 条 路 程 最 短 的 环 
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路 ， 它 经 过 每 个 城市 恰好 一 次 ， 并 回 到 出 发 点 ， 注 意 这 不 同 于 
哈密 顿 图 ， 在 这 里 ， 每 两 个 城市 间 都 有 道路 直接 相连 . 

旅行 推销 员 问 题 可 以 换 成 如 下 的 判定 问题 ， 任 给 一 整数 
>0, 间 是 否 存 在 路 程 长 度 不 超过 的 环 路 ? 这 个 问题 的 复杂 性 
不 会 超过 原来 问题 的 复杂 性 ， 因 为 如 果 最 短 环 路 找到 了 ， 那 么 
长 度 不 超过 大 的 环 路 的 存在 性 问题 也 就 解决 了 ， 已 经 证 明 这 个 
判定 问题 是 NP 完备 的 . 

有 一 些 同 题 关 , 它 们 和 另 一 些 同 题 闫 之 问 似乎 只 莽 总 厚 , 但 
却 有 本 质 区 别 ， 一 方 属于 P 类 ， 而 另 一 方 属 于 NP 类 ， 例 如 : 

1. 很 定 图 的 每 条 边 上 都 标明 长 度 , 找 两 点 之 间 的 最 短 通路 
是 了 类 问题 ,而 找 两 点 之 间 的 最 长 通路 是 NP 完备 类 问题. 

2. 给 定 正 整 数 ， 问 图 中 是 否 有 不 超过 条 边 的 集合 ， 
每 个 点 至 少 接 在 一 条 边 上 ， 这 是 P 类 问题 . .但 是 问 图 中 是 否 有 
不 超过 上 个 点 的 集合 ,使 每 条 边 至 少 接 在 一 个 点 上 ,这 是 NP 完 
备 类 问题 . 

3， 前 述 三 维 匹 配 问题 属于 NP 完备 类 , 但 二 维 匹 配 问题 
(在 正方 形 , 0<z，y<g- 1 的 子 集 内 找 符合 同样 条 件 的 9 个 整 
数 格 点 ) 却 属于 P 类 . 

4， 前 述 哈密 顿 图 问 题 属于 NP 完备 类 ,但 网 拉 圈 问题 (在 
图 中 走 一 图 回 到 出 发 点 ， 要 求 每 条 边 恰 好 经 过 一 次 ) 却 属于 了 
类 .这 有 赖 于 欧 拉 证 明 的 下 列 事实 ， 一 个 图 具有 欧 拉 图 的 充分 
必要 条 件 是 该 图 连通 并 且 每 个 点 与 偶数 条 边 联接 . 

还 有 一 些 问题 类 ， 既 未 能 证 明 它们 属于 P 类 ， 也 未 能 证 明 
它们 是 NP 完备 的 . 例如 , 任 给 两 个 图 , 判断 它们 是 否 同 构 的 问 
题 ， 又 如 判定 一 个 数 是 否 合 数 〈 大 于 2 的 非 素数 ) 的 问题 ， 米 
勒 在 1976 年 给 出 了 一 个 判定 正 整数 是 素数 还 是 合 数 的 算法 ,并 
且 证 明了 ,如 果 数论 中 的 广义 黎 曼 猿 想 (此 猜想 涉及 知识 太 多 ， 
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在 此 不 易 说 清 》 成 立 ， 那 末 该 算法 属于 P 类 . 

既然 有 一 些 问题 未 能 证 明 为 属于 了 类， 也 未 能 证 明 为 属于 
NPC 类 ( 即 NP 完备 类 ), 那么 是 否 有 可 能 事实 上 它们 确实 既 不 
属于 P 类, 又 不 属于 NPC 类 ? 亦 即 NP 一 (PUNPC) 天 Gf? 我 
们 称 这 些 问 题 所 属 的 类 为 NPI 类 ( 意 为 : 非 NP 完备 类 ). 下 列 
定理 有 助 于 解答 这 个 问题 . 

定理 11.1 令 B 是 一 个 不 属于 P 类 的 递归 语言 , 则 存在 一 
个 P 类 语言 D, 使 得 语言 4 二 DB 不 属于 已 AccB, 但 Bec 
4 不 成 立 . 

从 这 个 定理 可 以 推出 ,如 果 P 关 NP, 则 集合 NPI 一 定 非 空 . 
因为 : 设 入 是 NPC 中 的 一 个 递归 语言 ， 如 果 P 关 NP, 则 NN 
P, 于 是 N 满足 定理 中 语言 B 的 条 件 ， 同时， 由 于 Nec4 不 成 
立 , 必 有 AENPC. 又 由 于 AE&P, 所 以 只 能 是 AENPI, 即 NPI 
非 空 . ， 

不 仅 如 此 ， 上述 定理 实际 上 还 表明 , 在 NPI 内 部 还 可 以 分 
出 无 穷 多 个 层次 来 ,为 此 只 需 把 定理 中 构造 出 来 的 4 作为 新 的 
一 轮 的 B, 马上 可 以 看 出 -一定 存在 4' , 使 4' cc4 而 4ccA4' 不 
成 立 ， 并 且 4' 冬 P， 这 个 构造 过 程 可 以 无 休止 地 继续 下 去 . 

进一步 , 雷 特 纳 证 明了 , 如 果 P 关 NP, 则 存在 语言 对 C,D 
E NPI, 使 得 CD 和 DocC 均 不 成 立 . 这 表明 NPI 所 含 的 问题 
类 构成 一 个 偏 序 集 〈 偏 序 的 定义 见 第 十 二 章 ). 

另 一 个 有 趣 的 问题 是 PP 同 构 问题 。 我 们 已 经 知道 NPC 类 
中 的 问题 是 可 以 互相 P 灶 约 的 . 但 归 约 用 的 多 项 式 时 间 函 数 不 
一 定 一 样 . 如 果 4 可 以 道 过 函数 而 归 约 到 B, B 又 能 通过 
广 ! 而 已 归 约 到 4. 并且 4. B 两 个 问题 类 的 问题 在 归 约 上 下 一 
一 对 应 , 则 4 和 B 称 为 巧 已 同 构 的 . 哈 特 曼 尼斯 等 人 发 现 : 更 
在 已 经 知道 的 所 有 NPC 类 间 题 之 间 都 是 P 同 构 的 .可 惜 我 们 
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还 没有 找到 全 部 NPC 类 问题 ， 否 则 ， 证 实 全 部 NPC 类 问题 之 
间 有 P 同 构 关系 将 导致 结论 P 关 NP. 因为 如 果 P=NEP 的 话 , 那 
末 所 有 了 类 问题 也 都 是 NPC 类 问题 , 因 之 也 都 互相 P 同 构 . 但 
P 类 问题 中 包含 有 限 语言 和 无 限 语言 ， 这 两 种 语言 之 间 是 不 可 
能 P 同 构 的 ， 了 矛盾! 

前 已 提 到 ，NPC 类 问题 中 包括 最 优化 问题 ,为 避免 陷入 指 
数 复杂 性 ， 人 们 有 了 时 满足 于 求 一 个 次 优 解 ， 这 就 产生 了 所 谓 焉 
近 问 题 . 以 = 表示 某 问题 的 最 优 解 , 4(z) 表 示 它 的 近似 最 优 和 解 ， 
m 表示 最 优 性 度量 函数 ， 则 


_ |m(z)—m( AC(z)) 


称 为 解 A(z) 允 近 最 优 解 的 程度 . 给 定 e>0, 若 对 某 类 最 优化 问 
题 中 的 每 一 个 都 能 使 -<e, 则 称 此 问题 类 为 可 * 逼近 的 . 若 只 用 
多 项 式 时 间 算 法 就 可 做 到 。 逼近 , 则 称 此 辣 题 类 为 P 可 鼻 近 的 . 
令 人 迷惑 不 解 的 是 ， 虽 然 NPC 类 中 的 问题 相互 间 都 有 PP 同 构 
关系 ， 但 只 有 部 份 是 已 可 有 逼近， 而 另 -- 些 〈 如 旅行 推销 员 问 
题 ) 却 在 P 关 NP 的 前 提 下 不 是 已 可 逼近 的 . 这 说 明 己 同 构 不 保 
持 P 可 逼近 的 性 质 ， 因 为 人 们 倾向 于 相信 P 关 NP. 

在 第 八 章 中 我 们 引进 过 补 问题 的 概念 ， 如 果 RR 表示 字母 表 
上 的 语言 上 (LSGZ'*)》 的 识别 问题 ， 则 它 的 补 问题 R 表示 语 
言 互 "一 区 的 识别 问题 . 如 果 R* 属于 P 类 , 或 NP 类 , 或 NPC 
类 , 或 NPI 类, 则 我 们 相应 地 称 R 本 身 属于 CO 一 P 类 , 或 CO 
一 NP 类 , 或 CO 一 NPC 类 , 或 CO 一 NPI 类 ， 随 之 而 来 的 一 个 
问题 是 ; NP 类 等 于 CO 一 NP 类 吗 ? 人 们 猜测 , 这 两 个 类 是 不 相 
等 的 . 因为 人 NP 隆 CO-~-NP 可 以 推出 PNP. 证 明 如 下 : 由 于 
P 二 CO 一 P， 因 此 ， 如 果 P=NP 的 话 ， 将 有 如 下 推导 

NP=P=CO--P=CO—NP. (11. 3) 
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其 中 CO 一 P=CO 一 NP 是 P=NP 的 自然 推论 . 

此 外 , 已 经 证 明了 ， 如果 存在 NPC 中 的 问题 R, 使 得 RE 
NP，, 则 定 有 NP 二 CO 一 NP. 换 句 话说 ， 如果 问题 R 和 R' 都 属 
于 NP, 则 只 有 在 NPCO 一 NP 的 情况 下 才能 属于 NPC. 但 
”根据 前 一 个 结论 知道 NP=CO 一 NP 的 可 能 性 很 小 ， 于 是 我 们 
可 以 有 相当 大 的 把 握 说 ,如 果 R 和 RR 都 属于 NP, 则 RR 不 是 NP 
完备 的 . 

与 此 有 关 的 一 个 例子 是 线性 规划 问题 . 令 4 为 加 Xn 的 整 
数 和 矩阵 , d 和 < 分别 为 长 度 mx 和 的 整数 向 量 , & 为 整 常数 . 问 
是 否 存 在 长 度 n 的 有 理 向 量 x、 同 时 满足 : 

4z sd 和 和 cz' 之 上 . (11. 4) 
这 个 问题 原来 不 知道 它 是 否 为 指数 型 . 1979 年 苏联 数学 家 哈 吉 
扬 证 明了 它 属于 P 类 ,引起 国际 数学 界 的 重视 . 实际 上 人 们 时 
已 知道 它 和 它 的 补 问题 都 属于 NP 类 . 根据 上 面 的 推论 , 它 不 属 
于 NPC 类 是 意料 中 的 事 ， 不 值得 奇怪 ， 

那么 ，NPC 类 的 问题 是 否 就 是 最 难 最 难 的 问题 了 呢 ? 不 一 
定 . 如 果 NPC 类 的 问题 可 以 归 约 到 某 个 问题 R (此 处 归 约 的 概 
念 有 所 推广 , 不 详 述 ) , 而 RR 未 能 归 约 到 NPC 类 中 的 任何 问题， 
则 RR 称 为 是 具有 NP 难度 的 . 我 们 称 这 类 问题 为 NPH 类 . 其 中 
一 个 问题 如 下 : 

设 命 题 公 式 由 命题 变量 集 V、 常量 了 和 下、 以 及 操作 符 
A、V、~、~ 等 组 成 ， 任 给 非 负 整数 玉 盖 0， 问 是 否 存 在 长 度 
不 超过 天 的 另 一 命题 公式 5' ,使 E' 三 E? 

我 们 当然 希望 将 来 能 证 明 NPH 是 空 集 ， 不 过 相反 的 可 能 
性 也 存在 ， 如 果 用 一 个 图 表示 、 那 么 以 上 提 到 的 各 问题 类 的 相 
互 关 系 大 致 如 下 : 
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比 起 数学 中 许多 古老 的 难题 来 ,P 一 NP? 问题 要 年 轻 得 多 . 
然而 者 来 它 的 难度 并 不 亚 于 某 些 古老 的 难题 .有 人 甚至 说 ,一 旦 
P 一 NP? 问题 解决 了 ,全 世界 的 数学 家 可 以 放 三 天 假 以 示 庆 祝 . 
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第 十 二 章 ”最 小 不 动 点 理论 


一 一 解 开 递归 迷雾 的 钥匙 


我 们 在 第 三 章 里 已 经 讨论 过 递归 函数 的 理论 . 在 这 一 章 里 ， 
我 们 要 具体 研究 一 下 解 递归 函数 的 方法 . 函数 的 递归 定义 可 以 
看 成 是 函数 方程 ,复杂 的 函数 方程 的 解 不 是 一 眼 就 能 看 出 来 的 ， 
各 种 意 想 不 到 的 情况 都 可 能 出 现 ,让 我 们 从 最 简单 的 情况 开始 ， 
举 几 个 例子 . 其 中 大 写字 母 己 表 示 函 数 变 项 , 即 待定 的 函数 ， 
F(z)=F(z). (12.1) 
形式 上 ,这 也 是 一 个 函数 方程 ,但 它 没 有 对 候选 函数 施加 任 
何 限 制 , 因 之 也 就 没有 提供 任何 信息 . 所 有 函数 都 是 该 方程 的 
解 . 
F(zr)=F(z)++1, , (12.2) 
这 是 一 个 矛盾 的 函数 方程 ,任何 有 意义 的 函数 都 不 可 能 是 
这 个 方程 的 解 . . 
Fl(r)= ifr =0 then 1 else F(x—1) fi. - (12. 3) 
在 上 面 的 方程 中 ,显然 F(z) 对 所 有 的 非 负 整 数 有 唯一 定 
义 , 即  . 
. Fn)=1, 对 所 有 x 宇 0. . 《12. 4) 
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但 是 , 当 z 为 负数 时 , F(z) 的 值 就 不 确定 了 .下列 任 一 函数 
fn) 都 是 函数 方程 (12, 3) 的 解 


二 1， 对 所 有 nn 之 0 
fin) i 对 所 有 过 0 (12. 5) 
其 中 : 可 为 一 任意 整数 . 
再 看 下 面 的 方程 ， 
Flr)== ifr > 100 then z 一 10 else F(F(z+11)) fi 


(12. 6) 
这 个 方程 的 解 就 更 难 一 眼看 出 来 了 ,因为 定义 部 分 有 一 个 
幅 套 (F(z 十 11)). 实际 上 ,该 方程 有 一 个 很 简单 的 解 : 
f(x)= if xz>100 then xz—10else 91 fi (12.7) 
读者 不 妨 自 己 验证 或 推导 一 下 这 个 解 . 它 有 个 名 字 , 叫 麦卡锡 
91 函数 ,因为 当 zx 委 100 时 ,函数 的 值 都 是 91, 
再 看 一 个 更 复杂 的 例子 : 
Flzsy)= fx . 
一 y then ?十 1 else F(z,F (zx—1,y+1)) fi (12. 8) 
这 里 有 两 个 变 元 , 洱 数 还 带 幅 套 . 该 函数 方程 至 少 有 下 列 三 
个 解 : 
fi(zr,y)= i r=y then y 十 1 else z 十 1， 
fxsy)= i ry then z 十 1 else y 一 1， (12. 9) 
f(z,9) 圭 计 (z 之 y)A (zx 一 y 为 偶数 ) 
then z 十 1 else undefined fi. 
这 里 undefined 表示 无 定义 . 
看 到 这 里 ,读者 心中 可 能 会 升 起 一 种 感觉 , 解 递归 定义 的 函 
数 方程 是 很 复杂 的 事 , 我 们 必须 有 一 套 严密 的 理论 和 方法 来 做 
这 件 事 . 本 章 的 内 容 就 是 论述 这 个 问题 的 . 
我 们 从 式 《12. 3) 开 始 来 阑 述 解 递归 方程 的 基本 思想 . 前 面 
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已 经 见 到 ,对 任 一 i, 式 (12.5) 中 的 fCx) 必 是 式 (12. 3) 中 函数 
方程 的 解 , 于 是 我 们 可 以 提 这 样 的 问题 ; 取 哪 一 个 f:(x) 作 为 函 
数 方程 的 解 才 最 合理 呢 ? 回 答 是 :它们 之 中 哪 一 个 也 不 是 (12. 3) 
的 合理 解 ,因为 函数 方程 只 对 FCn) 在 xn 之 0 处 的 值 作 了 规定 ,而 
对 所 有 的 n<0 处 的 下 (n) 的 值 却 没有 提供 信息 . (12. 5) 规 定 在 
7 过 0 处 fi(n)=i, 实 际 上 是 人 为 地 加 进 了 原来 的 函数 方程 所 没 
有 的 信息 . 这 种 信息 完全 是 随意 的 ,因而 是 无 意义 的 ,方程 


(12. 3) 的 合理 解 应 该 是 ， 
fl(n)=1, 1 之 0， 


(12. 10) 
ja) 无 定义 ， n<0. 

用 “无 定义 ”来 表示 fm) 在 n<0 处 的 值 还 可 以 从 另 一 个 角 
度 来 解释 :如 果 把 函数 方程 (12. 3) 看 成 一 个 程序 , 则 此 程序 对 z 
的 任何 非 负 值 都 能 在 作 有 限 步 计算 后 停止 并 给 出 f(x) 的 值 . 其 
方法 是 沿 整 数 轴 一 步 步 地 后 退 , 直 至 退 到 z==0, 就 可 利用 
xzo) 一 1 的 事实 来 给 出 f(z) 的 值 . 但 是 ,对 小 于 0 的 z 值 ， 
f(x) 的 计算 不 可 能 终止 . 它 首 先 试图 利用 f(z 一 1) 的 值 ,接着 
又 试图 利用 f(z 一 2) 的 值 ,…… ,这 个 过 程 永远 不 会 结束 . 因此 
我 们 称 f(x) 在 <<0 处 的 行为 是 发 散 的 , 这 种 发 散 的 函数 值 , 当 
然 是 无 定义 的 . 

通过 刚才 的 讨论 ， 我 们 得 到 了 两 条 重要 的 原则 

1. 引进 无 定义 作为 -- 种 可 能 的 函数 值 。  . 

2. 如 果 函 数 方程 有 两 个 可 能 的 解 函数 在 某 处 的 值 不 一 样 ， 
则 我 们 只 接受 在 该 处 取 无 定义 值 的 解 函 数 . 

利用 上 面 的 第 一 条 原则 ,我 们 立即 求 出 了 式 (12. 2) 中 矛盾 
方程 的 解 ,这 是 一 个 处 处 取 无 定义 值 的 函数 , 利用 上 面 的 第 二 条 
原则 ,我 们 又 可 立即 推 得 式 (12. 1) 中 函数 方程 的 解 也 是 处 处 无 
定义 函数 ,这 与 直观 的 印象 (任何 函数 都 是 该 方程 的 解 ) 很 不 一 
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样 ,可 能 会 出 平一 些 读者 的 意料 之 外 . 至 于 式 (12. 8) 中 的 函数 方 
程 , 则 显然 只 有 f(z,y) 才 是 它 的 解 ,因为 该 函数 方程 对 两 种 情 
况 示 提供 任何 信息 . 第 一 ,z<y, 第 二 ,z>y 且 xz 一 > 为 奇数 ,对 
这 两 种 情况 ， 递归 求解 会 元 休 无 目地 继续 下 去 ， 实际 上 是 函数 取 
无 定义 值 的 部 份 . 

从 现在 开始 ,我 们 用 符号 上 表示 无 定义 值 . 由 于 函数 可 以 嵌 
套 , 如 g《J(z)), 当 对 某 个 Zoo fxzo) 一 了 时 ,函数 8 不 可 避免 地 
要 面临 变 元 为 上 的 情况 .因此 ,我 们 干脆 把 加 进 函 数 的 定义 域 
中 去 ,如 果 原 来 的 域 是 D, 则 以 D+ 一 DU {上 }) 表 示 经 过 扩充 无 
定义 元 素 以 后 的 域 . 通常 约定 ,对 任何 函数 8 和 任何 Xi (TX1s 
,十 ,3zo) 一 二 ,这 称 为 8 的 自然 扩充 . 

由 于 我 们 在 下 面 要 用 逼近 (或 称 玲 代 ) 的 方法 来 解 函数 方 
程 ,因此 需要 某 种 方向 或 序 的 概念 . 这 里 要 的 不 是 全 序 ,而 是 偏 
序 ， 

设 也 是 由 一 些 元 素 构成 的 集合 ,D 上 的 偏 序 c 是 DD 的 元 素 
间 的 一 种 二 元 关系 ， 它 满足 如 下 三 个 规定 : 

1. 自 反 律 :zc ca. 

2. 传递 律 ， 由 e 己 5 及 cc 可 得 cc 

3. 恒 等 律 :由 4 已 b 及 6 叶 a 可 得 a=6 

由 于 需要 不 同 , 不 同 的 文献 对 偏 序 的 定义 可 能 在 第 3 点 上 
有 出 入 . 例如 有 的 作者 排除 了 = 王 丸 和 2 ca 同时 成 立 的 情况 . 

偏 序 的 例子 很 多 . 如 果 我 们 用 AC: 鼠 表示 集合 互 包含 集合 
4, 则 一 个 集合 中 各 子 集 的 相互 包含 关系 定义 了 该 集合 上 的 一 
个 仿 序 . 又 如 ,一 树 形 结构 中 上 级 节点 和 平 级 节点 之 间 的 关系 也 
定义 了 该 树 形 结构 上 的 -- 个 偏 序 . 此 外 ,全 序 也 是 偏 序 的 一 个 特 
例 ,一 个 偏 序 称 为 全 序 , 当 上 且 仪 当 对 任意 两 个 元 素 & 和 6b,a 6 
和 6 所 a 这 两 个 关系 至 少 有 一 个 成 立 . 
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我 们 用 一 个 形象 的 说 法 :2a 小 于 等 于 5, 来 表示 a 所 5, 并 县 
用 < 二 5 表示 a 握 2 且 ae 天 0 如 果 偏 序 集 P 的 元 素 4a 小 于 等 于 
PP 中 的 所 有 元 素 , 则 称 4 为 P 的 最 小 元 素 . 反之 ,如 果 P 的 所 有 
元 素 都 小 于 等 于 e, 则 称 a 为 P 的 最 大 元 素 . 很 容易 证 明 ,如 果 
偏 序 集 的 最 小 元 素 和 最 大 元 素 存 在 (它们 不 一 定 存在 !), 则 一 定 
是 唯一 的 . 

如 果 对 偏 序 集 P 的 元 素 e, 不 存在 另 一 个 元 素 z, 使 Ca 
且 z 关 a, 则 a 称 为 是 了 的 一 个 极 小 元 素 . 类似 地 可 以 定义 了 的 
极 大 元 素 (应 该 怎么 定义 ?请 考虑 ). 不 难 证 明 ,对 任何 偏 序 集 , 极 
小 元 素 和 极 大 元 素 一 定 存在 ,但 不 一 定 唯一 , 

设 M 是 偏 序 集 书 的 一 个 子 集 , 如 果 书 的 元 素 a 小 于 等 于 
M 中 的 所 有 元 素 , 则 称 a 是 M 的 一 个 下 界 .如果 M 的 下 界 ( 它 
不 一 定 唯一 ) 集 合 有 一 最 大 元 素 5, 则 6 称 为 M 的 下 确 界 , 类 似 
地 可 以 定义 M 的 上 界 和 上 确 界 . 注意 M 的 下 确 界 和 上 确 界 不 
一 定 存 在 . 如 果 它 们 存在 , 则 分 别 以 U M 和 门 M 表 之 . 

122 面 的 图 给 出 了 一 些 偏 序 集 合 的 例子 ,图 中 以 小 圆 图 表 
示 偏 序 集中 的 元 素 , 以 元 素 位 置 高 低 和 联 线 表 示 偏 序 . 车 4 高 于 
a 且 8 有 连 线 到 a, 则 沪 示 ea 己 5. 其 中 Ca) 和 (e) 是 全 序 ,《e) 和 
(4) 是 无 限 偏 序 集 . (a)、(6) 和 (Cf) 有 最 大 和 最 小 元 素 ,(c) 只 有 最 
大 元 素 , 没 有 最 小 元 素 , (d) 只 有 最 小 元 素 , 没 有 最 大 元 素 , (e)、 
4g) 和 (A)? 既 没有 最 小 元 素 , 又 没有 最 大 元 球 . (c) 有 四 个 极 小 元 
素 , (8) 有 两 个 极 小 元 素 和 极 大 元 素 . (c) 的 极 小 元 素 集 有 上 确 
界 , (8) 的 极 小 元 素 集 没 有 上 确 界 , 它 的 极 大 元 素 集 也 没有 下 确 
界 . (a)、(c)、(d) 可 以 奢 作 (有 限 的 ) 树 形 结构 ,Ce) 和 (4h) 可 以 看 
作 ( 无 限 的 ) 树 形 结构 . (5)、() 和 (g) 不 是 树 形 结构 . 

在 偏 序 家 族 中 有 - 个 特殊 的 成 员 ,叫做 格 , 它 是 一 个 重要 的 
数学 概念 ,有 善 广泛 的 峭 用 . 我 们 用 前 面 绰 进 的 两 个 特殊 运算 出 
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Ca) (b) (c) Cd) 
(e) | (f) (g) 


” (hb) 


和 门 来 定义 格 , 它 们 的 含义 仍然 是 上 确 界 和 下 确 界 ,但 在 格 中 它 
们 首先 是 二 元 运算 , 规定， 

1. 若 a,6 属 于 格 工 , 则 a L565 和 a 门 和 也 属于 格 二 . 、 

2. 交换 律 ;a 门 5=6 门 aya U5=b Ul a. (12.11) 


3. 结合 律 . 
Ca fb) c=a (1 He), 


12.12 

(a 吕 2Dc=a GDUc)， ) 

4 恢复 委 : 
afila Ub)=a, a Lj(a flb)=a. (12. 13) 


根据 交换 律 和 结合 律 , 可 以 知道 像 U M 和 门 M 这 样 的 写 
法 是 有 意义 的 ,其 中 M 是 格 工 中 的 一 个 任意 有 限 集合 ,具体 来 
说 , 当 M= (aas， an 时， 
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me a ee 和 so 


U M=a, Da; 日 LU a.» 
(12. 14) 


门 M=a; NT a;, 中.…… 门 a。 
如 果 当 M 是 无 限 集 时 ， 上 面 的 这 些 性 质 还 成 立 , 则 称 格 L 
是 一 个 完全 格 . 


实际 上 , 格 上 的 关系 此 和 两 个 运算 山 及 口 是 抽 象 的 关系 和 
抽象 的 运算 . 所 谓 “ 小 于 等 于 ”,“ 上 确 界 ”,“ 下 确 界 ”之 类 的 提 法 
不 过 是 人 为 地 赋予 它们 一 个 直观 的 解释 ,如 果 给 别 的 解释 同样 
也 是 可 以 的 ,运算 U 和 门 是 完全 对 称 的 ,如 果 4 是 有 关 格 的 一 
个 定理 , 则 把 4 中 的 山 换 成 门 ， 门 换 成 山 ， 得 到 的 仍 是 一 个 定 
理 ,这 叫做 对 偶 原 理 . 

格 有 许多 有 趣 的 性 质 , 例如 ,利用 运算 中 和 站 的 人 性质 ,可 以 
证 明 a 门 a=a,a U a=-a( 这 叫 零 筹 律 ). 证 明 过 程 如 下 : 

令 5=a fa, 则 

a =af(a 1 6)=a NN(a Ua a)) 
=a {| (a)=:a Na, 
利用 对 偶 原 理 立 得 a 二 a 1 a. 

作为 练习 ,建议 读者 自己 证 明 下 面 的 两 个 定理 ， 

定理 12.1 设 a,% 是 格 中 的 元 素 , 则 有 : 
a 门 6= a 当 且 仪 当 a L466. 

定理 12. 2 设 a.6 是 格 中 的 元 素 , 则 由 a 门 6=a U5 可 推 
出 < 一 0. 

为 了 研究 递归 函数 的 解 ,我 们 在 上 面 用 了 比较 多 的 篇 辐 介 
绍 偏 序 和 格 这 两 个 概念 . 现在 言 归 正 传 ,要 利用 这 两 个 概念 展开 
一 套 解 递归 函数 的 理论 . 首先 ,我 们 在 前 面 已 定义 过 的 扩 域 D+ 
上 引进 偏 序 如 下 :车 a,5E Dt, 则 a 呈 5, 当 且 仅 当 a=5 或 a= 
于. ， 
由 此 可 见 ,D+ 上 的 偏 序 只 有 两 层 . 上 面 是 并 列 的 诸 普 通 元 
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素 , 下 面 是 一 个 无 定义 元 素 .| ,如 下 图 所 示 . 这 种 偏 序 常 称 为 平 
坦 偏 序 . 


六 让 个 话 二 X 放 加 有 ER 
办 ? 可 以 引进 x 个 定义 吴 的 拓扑 积 , 令 
‘Dt=DI XD xX... xDi, (12.15) 
其 中 每 个 Di 表示 函数 的 第 i 个 变 元 的 定义 域 经 扩充 无 定义 元 
素 上 后 所 得 的 域 . D"+ 上 的 偏 序 可 以 定义 为 
19°% aa) Ch ,eb,), (12. 16) 

当 且 仅 当 对 所 有 的 i 有 a Cb. | 

我 们 给 了 符号 | 以 双重 意义 , 它 既 是 无 定义 元 素 ,又 是 偏 序 
”中 的 最 小 元 素 ( 如 果 存 在 ) :这样 的 双重 意义 不 会 带 来 矛盾 . 事实 
上 ,这 已 是 通用 的 符号 . 偏 序 集 的 最 大 元 素 ( 如 果 存 在 ), 则 常 以 
符号 了 表示 ,注意 不 要 把 它 和 英文 字母 了 混淆 了 . 

函数 本 身 也 可 以 构成 偏 序 . 设 L, 和 Z: 为 格 ,f 和 g 都 是 在 
五 上 定义 ,把 工 喘 入 过; 的 函数 , 则 当 且 仅 当 对 所 有 =, AKCz) 王 
8(z) 时 ,认为 产 小 于 等 于 ?8g, 用 EC g 表示. 由 函数 构成 的 仿 
序 集 都 有 一 个 最 小 元 素 , 即 处 处 无 定义 函数 2, 对 任何 有 ,9 
(xz) 二 上 .当然 ,这 要 求 格 1.: 必须 有 最 小 元 素 上 

扩 域 D+! 并 不 是 格 , 因 为 对 任意 a.5, 它 们 的 上 确 界 a Lb 
不 一 定 存 在 (下 确 界 便 有 ). 但 我 们 总 可 以 设想 D+ 也 有 最 大 元 
素 于 ,并且 永 远 有 ACT):=T, 且 对 任何 < 天 工 , /ae) 天 十 . 所 以 
把 D+ 当 作 格 来 讨论 并 无 问题 . 
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一 个 简单 的 推论 是 ;车 fg 都 是 把 Pi 映 入 D+ 的 函数 . 凡 
f 和 g 均 有 定义 之 处 ( 即 它 们 的 值 不 为 [之 处 ),f 和 g 的 值 相 
等 ,g 没有 定义 之 处 ,了 也 没有 定义 , 则 f 己 g. 如 果 问 忆 一 下 我 
们 在 本 节 开 头 时 给 出 的 解 递归 函数 的 第 二 条 原则 , 则 可 以 粗略 
地 说 ,我 们 要 找 的 是 所 有 可 能 的 函数 解 中 “最 小 的 ”那个 解 . 我 们 
在 下 面 会 在 更 严格 的 意义 上 理解 这 句 话 的 含义 . 

设 了 是 把 格 盖 映 入 格 工 ;的 函数 , 则 当 且 仅 当 对 所 有 的 z 
三 y 均 有 f(z) 己 f(y) 时 , 称 函 数 f 为 单调 的 . 打 个 比方 来 说 ， 
每 年 的 电视 剧 评选 要 选 出 最 佳 电 视 剧 和 最 差 电 视 剧 ,另外 还 要 
评 一 些 单项 奖 , 则 评比 结果 对 参赛 电视 剧 构成 一 个 偏 序 ,甚至 是 
一 个 格 , 如 果 发 的 奖品 也 构成 格 的 话 (未 评 上 的 电视 剧 发 纪念 
奖 ,最 养 电 视 剧 不 给 奖 ), 则 发 奖 办 法 就 是 格 上 的 函数 ,一 个 公平 
的 发 奖 办 法 就 是 格 上 的 单调 函数 ， ， 

一 般 地 说 ,我 们 只 对 单调 的 函数 感 兴趣 . 从 直观 上 说 ,二 
> 表示 y 包含 的 信息 不 少 于 工 包 含 的 信息 (例如 ,车 f(z)==| 
而 g(z) 夭 二 , 则 g(z) 包 含 比 F(z) 更 多 的 信息 ). 在 单调 函数 的 
情况 下 ,如 果 变 元 包含 的 信息 多 , 则 函数 值 包含 的 信息 也 多 ,这 
是 合乎 逻辑 的 . 

举 几 个 简单 的 例子 . 恒 等 函数 f(z) =z, 常数 函数 f(x)=a 
和 处 处 无 定义 函数 Q(x) 三 上 部 是 单调 函数 , 实际 上 ,单调 函数 
的 类 是 很 大 的 ,这 由 下 面 的 定理 可 以 看 出 ， 

定理 12.3 设 / 是 D+ 上 经 过 自然 扩充 的 函数 ， 其 中 D"+ 
二 Di XD+X…XD+, 则 是 单调 的 . ， 

证 :如 果 f 不 单调 , 则 必 有 变 元 组 (a1，… saw) 及 (6,…,b,》， 
使 (a) 三 (BB) ,但 (a,… say) 己 .f(61;… 5b,) 不 成 
立 , 根据 定义 知道 对 每 个 i 有 .a; 记 4. 如果 w 都 等 于 6&4, 则 fai， 
4 ) 二 了 (bi,… ,6,) ,假设 六 盾 . 因此 至 少 有 一 个 a; 关 6b;, 此 a; 
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只 能 是 上 . 根据 自然 扩充 的 定义 知 f(al,…，,a,) 一 上 ,因此 必 有 
aao)C 7,b) 矛盾. 

定理 12.4 单调 函数 的 组 合 仍 是 单调 函数 . 即 , 者 /1,f， 
… ,及 nn 秩 函数 g 都 是 单调 的 , 则 g( 广 (…)，…, 广 (…)) 也 是 
单调 的 . 

这 个 定理 的 证 明 很 简单 ,我 们 留 给 读者 . 

一 个 偏 序 集 (或 格 )L 的 全 序 子 集 M 称 为 工 中 的 一 个 链 . 链 
{aij 中 满足 Li 证 e+ 的 元 率 Qi; 的 个 数 称 为 链 taj} 的 长 度 . 函数 
也 可 以 构成 链 . 设 f:,i=:0,1,2,… ,都 是 D, 到 D; 的 单调 函数 ， 
满足 fo 己 记忆 所 己 …, 则 序列 {所} 称 为 DD 到 记 ; 的 一 个 函数 
(映射 ) 链 , 如 果 f 也 是 D, 到 D; 的 连续 函数 ,并且 对 任意 ; 有 万 
所 f, 则 了 称 为 链 { 王 ) 的 上 界 . 若 对 f; 的 任意 上 界 ge, 均 有 上 二 
&, 则 称 了 为 {f}) 的 上 确 界 . 

什么 时 候 {f} 的 上 确 界 存 在 呢 ? 为 了 说 明 这 一 点 ,需要 引进 
链 完备 的 新 概念 , 如 果 偏 序 集 DD 中 的 任意 一 个 链 {ai} 都 有 一 个 
上 确 界 , 则 称 DD 是 链 完备 的 .于 是 我 们 有 : 

定理 12.5 设 函 数 序 列 {f;} 中 的 每 个 f; 都 是 把 D; 映 入 
D; 的 单调 函数 . 并 且 D; 和 D; 都 是 链 完备 的 , 则 如 果 { 广 ) 是 一 
个 链 ,一 定 有 上 和 确 界 人 

本 定理 的 证 明 是 不 难 的 , 它 的 大 意 如 下 ;利用 链 完备 的 性 
质 ,证 明 对 每 个 a, 链 {f(a)} 的 上 确 界 a' 存在 . 然后 利用 a~>a' 
的 对 应 关系 定义 新 函数 f. 利用 诸 fi 的 单调 性 ,证 明 f 也 是 单 
调 的 ,最 后 从 f 的 构造 过 程 可 以 看 出 了 确 是 ( 户 } 的 上 确 界 . 

任何 扩 域 D+ 都 是 链 完备 的 . 任何 有 限 格 ( 只 有 有 限 多 元 素 
的 格 ) 和 有 限 层 次 格 ( 存 在 只 与 格 有 关 的 常数 NN, 使 任意 链 之 长 
不 超过 N) 以 及 完全 格 都 是 链 完备 的 ， 

现在 要 讲 到 一 个 最 最 关键 的 概念 ,就 是 不 动 点 . 设 函 数 / 
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是 把 偏 序 集 DD 映 入 DD 的 函数 . 如 果 存 在 中 元 素 zx, 使 FCz) 一 
z, 则 之 称 为 了 的 不 动 点 .不 动 点 概念 的 重要 性 在 于 : 求 得 了 函 
数 的 不 动 点 也 就 是 求 得 了 函数 方程 f(z) =z 的 解 . 

关于 不 动 点 , 塔 尔 斯 基 有 一 个 很 漂亮 的 定理 :车 工 是 完全 
格 , 则 每 个 在 过 上 定义 并 在 工 上 取 值 的 单调 函数 都 有 一 个 非 空 
的 不 动 点 集 , 该 集 也 构成 一 个 完全 格 . 

不 过 我 们 真正 关心 的 ,还 不 是 一 个 函数 的 不 动 点 ,而 是 由 函 
数 方程 定义 的 泛 函 的 不 动 点 , 回忆 一 下 本 章 开头 讲 到 的 那些 函 
数 方程 ,它们 实际 上 是 定义 了 一 些 如 下 形式 的 评 函 ， 

F=r[F). (12.17) 

粗略 地 说 , 泛 函 就 是 函数 的 函数 . 说 得 严格 一 点 : 设 下 是 由 全 体 
把 格 二 映 入 格 Li 的 单调 函数 构成 的 集合 . 如 果 r 是 由 下 到 下 
的 映射 , 则 称 * 是 一 个 小 函 , 为 了 解 函数 方程 ,我 们 真正 需要 的 ， 
是 求 泛 函 的 不 动 点 . 

像 对 函数 一 样 , 对 证 函 也 可 以 定义 -- 些 些 良好 的 性 质 . 我 们 规 
定 :如 果 由 了 记 8 总 可 以 推出 rC 记 CrCg], 则 称 * 为 单调 泛 函 ， 
这 里 了 和 g 都 是 中 的 函数 .此 外 ,如 果 7r 是 单调 泛 函 ,并 且 对 
FF 中 的 任何 链 {f:} 有 

rlub{f:}) =lub{rCf)}, : (12. 18) 

则 称 > 是 连续 泛 函 ,其 中 lub 表示 上 确 界 . 这 里 连续 的 直观 含义 
是 :证 函 的 计算 和 求 上 确 界 的 计算 (这 是 一 个 极限 过 程 ) 可 以 交 
换 次 序 . 

可 以 看 出 ,连续 泛 函 要 求 函 数 的 值 域 D, 是 链 完备 的 ,否则 
上 确 界 lub { 廊 ) 不 一 定 存在 . 另 一 方面 ,只 要 D, 是 链 完 备 的 ， 
lub{A} 和 lub {rCj}-- 定 存在 ,因为 由 (万 } 是 一 个 链 可 以 推出 
trzCf) 也 是 一 个 链 . 

举 几 个 简单 的 连续 泛 函 的 例子 . 恒 等 泛 函 r[ 记 = 了 是 连续 
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的 .常数 话 轴 xz[ 门 = 庆 也 旦 连续 的 . 

再 举 一 个 不 是 连续 泛 函 的 例子 . 在 下 面 的 图 中 , {zi} 和 (y;} 
都 是 无 究 序 列 ,i 二 0,1,2,…. 肖 数 所 把 xo,zi1,… ,Zz 映 为 yo， 
1 其它 的 Tj>i, 皆 映 为 |]. 易 见 lubf;==f,f 把 所 有 Tk 
映 为 yi,& 二 0,1,2,"…. 现在 令 汉 函 + 把 所 有 fi 映 为 处 处 无 定义 
函数 0, 而 把 了 映 为 /, 则 * 是 单调 的 ,但 不 连续 , 因为 
lub{zCAD} 一 有 ,而 rtlub{fi})=f,. 


那 和 ,一 个 证 清 足 什 么 条 人 可 以 成 为 汗 时 此 
有 如 下 的 定理 : 

定理 12.6 对 有 限 层次 格 , 由 单调 阔 数 和 函数 变量 下 组 合 
而 成 的 泛 函 是 连续 的 . 

证 :用 归纳 法 . 设 此 活 函 为 rz. 当 z 仅 由 一 个 函数 变量 下 组 
成 ,或 + 是 一 个 固定 的 单调 函数 时 ,容易 看 出 + 肯定 是 连续 的 . 

以 z 中 所 会 函数 变 手记 和 单调 函数 调用 的 数量 作为 r 的 结 
构 复 杂 度 . 我 们 设法 对 任意 的 = 降低 这 一 复杂 度 . 

情况 一 :r 的 最 外 层 是 -一 单调 函数 , 即 

rsf rR) re[F)， (12.19) 
其 中 是 单调 函数 .根据 归纳 假设 , 诸 5 都 是 连续 的 . 由 的 单 
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调 性 知 对 任意 的 g 王 疡 可 以 推出 nmCg]c map. 由 了 了 的 单调 性 
知 flritg), ,Tg IT) fr ch)) ,eT hI) ,RN reg rth)), 
说 明 r 是 单调 泛 函 . 

现 设 {所 } 是 一 条 链 , 根据 链 完 备 的 假设 ,其 上 确 界 lub{f;} 
存在 ,上 且 对 每 个 :有 广 1ub{f;}. 由 诸 t 及 下 的 单调 性 知 rCfi] 
CC rt [lub {(f:}). 另 一 方面 ， {rKAI) 也 是 一 个 链 ， 其 上 确 界 
lub{rCj9} 也 存在 .由 上 确 界 的 定义 知 : 

iub{rCAD}C rdub{f:}). (12. 20) 

另 一 方面 , 令 :为 格 中 任 一 元 素 , 我 们 有 

tlub{f:}) (2) 

=fn dub{fi})() ,Tab{ fi}) 0)) 
=f dub{w fe) ,ub{r Cf} 0)), 
其 中 最 后 一 个 “= ”符号 基于 归纳 假设 , 
由 于 格 是 有 限 层次 的 ,因此 必 存 在 正 整 数 了 ,使 i>>I 时 ,所 
有 rm GD) 一 rsCfDGD) ,于 是 我 们 有 
tlub {fi})) (4) 
=f/(nLfD ,vf ,fr ) 
=tfI DE lab{rCfi} GD)， (12. 21) 
比较 (12. 20) 和 (12. 21) ,可知 * 是 连续 泛 函 . 
情况 二 ;7 的 最 外 层 是 函数 变量 名 五, 即 
rt FISF NCR) rh) tLF)). (12. 22) 
证 法 类 似 于 情况 一 ,只 和 需 以 F 取代 了 即 可 . 

本 定理 原则 上 也 适用 于 扩 域 D+, 因 为 我 们 在 前 面 已 经 说 
过 ,无 妨 假设 扩 域 有 一 个 最 大 元 素 丁 ,从 而 构成 有 限 层 次 格 . 

下 面 引进 泛 函 不 动 点 的 概念 . 以 表示 全 体 把 格 Li 上 映 入 
格 Ls 的 单调 函数 的 集合 . r 为 江 表 FF. 如 有 中 函数 /使 
rC 门 一方 则 称 /为 = 的 不 动 点 ,如 果 了 是 z 的 不 动 点 ,并 且 对 = 


的 其 它 不 动 点 g 均 有 号 ge, 则 了 称 为 z 的 一 个 最 小 不 动 点 ,最 
小 不 动 点 是 递归 函数 求解 的 核心 概念 . 只 有 当 某 个 函数 了 是 函 
数 方程 ( 泛 函 ?的 最 小 不 动 点 时 , 才 承 认 了 是 函数 方程 的 解 . 

由 最 小 不 动 点 的 定义 立即 看 出 :任何 泛 落 + 至 多 有 一 个 最 
小 不 动 点 .问题 是 在 什么 条 件 下 最 小 不 动 点 存在 呢 ? 

定理 12.7 任何 连续 泛 函 = 均 有 一 个 最 小 不 动 点 . 

证 :由 于 z 是 连续 的 , 它 必 须 是 单调 的 . 我 们 用 逐步 允 近 的 . 
方法 ,并 用 处 处 无 定义 函数 0 作为 逼近 的 起 点 . 函数 序列 

QT 02]，…， (12. 23) 
构成 一 个 链 , 它 的 上 确 界 tau 必须 存在 (参看 前 面 引 进 连 续 泛 阴 
概念 时 的 说 明 ). 

tau 是 一 个 不 动 点 ,这 是 因为 ; 

tr[tau)=r[lub{r C0))) 
三 lub{rmCD]} (根据 r+ 的 连续 性 ) 
三 tau. 

其 次 ,tau 是 一 个 最 小 不 动 点 . 因为 假设 r 有 另 一 个 不 动 点 

g, 则 由 于 、 
4C eg， (12. 24) 

VYV i,T [OC rg =g. 

说 明 g 是 诸 (tCQD} 的 上 界 , 但 因 tau 是 {tC0D}) 的 上 确 界 ,所 以 
必 有 tau Cg. 

请 注意 ,这 个 定理 是 本 章 中 最 重要 的 定理 , 它 不 但 从 理论 上 
论证 了 最 小 不 动 点 存在 的 条 件 , 而 且 给 出 了 构造 最 小 不 动 点 的 
一 般 性 方法 . 现在 我 们 要 利用 这 个 定理 求 本 章 开 始 时 列 出 的 那 
些 递 归 函 数 的 解 . 注意 到 定理 12. 6, 我 们 只 需 证 明 由 它们 定义 
的 泛 函 都 是 单调 证 函 就 可 以 了 . 又 注意 到 第 129 页 上 提 到 的 一 
个 简单 的 推论 ,这 个 证 明 过 程 可 以 通过 如 下 两 条 简单 的 证 明 链 
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来 完成 . 设 f 和 g 都 是 D! Di 的 单调 函数 ,是 f 呈 gg, 则 如 下 
推导 成 立 : 

对 任意 XEDI: 

1. tA (xz) LE 

tg (xr) 1 > /zr)A LH g(x) 
一 = f(z)=g(z)—~>rCf) x)=rg) (x). 

2.r[g](z) 一 一 一 g(z) 一 上 一 一 1/(z) 一 上 

一 一 r[ 门 (z)= |. 

本 章 开头 的 几 个 泛 函 金 部 符合 上 述 两 条 检验 ,读者 不 妨 自 
己 试 证 一 下 . 因此 ,我 们 可 以 放心 大 胆 地 使 用 定理 12. 7 的 构造 
方法 . 

1. 对 式 (12. 1) ,注意 对 所 有 i,t [QD 二 0, 这 证 实 了 我 们 在 
第 119 页 上 的 断言 :该 方程 的 (最 小 不 动 点 ) 解 是 处 处 无 定义 函 
数 . 

2. 对 式 (12. 2) 有 同样 结果 . 因为 我 们 早已 规定 ,对 任何 函数 
ff Ls) 

3. 对 式 (12. 3) ,我 们 有 


TOEf(r)=1, 当 z=0,1,"… ,i 一 1， 
f(r)=|,， 其 它 ， 
因此 最 小 不 动 点 解 是 ，; 
lub{rC0)) 二 f(x):=1， xz 为 非 负 整数 ， 
f(x):= | ， 其 它 . 


4. 对 式 (12. 6) ,我 们 有 : 
当 1] 入; 委 11 时 ， 
TOI CX) i x 100 then zx 一 10 
else if x >101—i then 9] else | fifi 
当 i 尝 11 时 ， 
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[QI Cz)S if xz>100 then z 一 10 else 

if x>90—11CG—11) then 91 else | fifi 
不 难看 出 它 的 最 小 不 动 点 解 是 
lub {rT [0)} (x)=ifr>100 then zx—10 else 91 fi 
与 前 面 讲 的 一 致 . 

、5. 对 式 (12. 8) ,我 们 在 式 (12.9) 中 给 出 的 三 个 函数 都 是 它 

的 不 动 点 ,但 其 中 只 有 J; 是 最 小 不 动 点 ,读者 可 以 自己 验证 一 
下 . 
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编 后 记 


1989 年 夏 , 国 内 一 些 数 学 家 和 湖南 教育 出 版 社 的 编辑 同志 
在 南开 大 学 和 北京 大 学 聚会 , 深 深 感到 “当今 数学 的 面 狐 日 新 月 
异 , 数 学 的 功能 正在 向 其 他 自然 科学 、 工 程 技术 其 至 社会 科学 领 
域 扩 展 和 渗透, 数学 本 身 在 强大 的 社会 要 求 和 内 部 动力 的 推动 
下 ,不 断 追 求 自身 的 发 展 和 完美 ”, 和 希望 能 组 织 各 方面 专家 编写 
一 批 书籍 ,“ 在 中 学 数学 的 基础 上 ,用 现代 观点 向 高 中 生 、 中 学 孝 
师 , 大 学 生 、 工 程 技 术 人 员 、 自 然 补 学 和 社会 科学 工作 者 以 及 一 
切 数 学 爱好 者 介绍 一 些 数学 思想 ,使 大 家 真正 地 认识 数学 , 了解 
数学 ,热爱 数学 ,走向 数学 ”. 这 就 是 “走向 数学 ”从 书 的 起 源 .我 
们 商定 这 矢 通 俗 读物 的 宗旨 是 ;“ 用 浅显 易 懂 的 语言 从 各 个 方面 
和 和 角度 向 读者 展示 一 些 重要 的 数学 思想 ,讲述 数学 (尤其 是 现代 
”数学 ) 的 重要 发 展 ,介绍 数学 新 兴 领 域 .数学 的 广泛 应 用 以 及 数 
学 史上 主要 数学 家 (包括 我 国 数学 家 ) 的 成 就 .” 

由 于 数学 界 大 力 支持 “数学 天 元 项 目 ” 的 赞助 和 名 方面 的 
热情 协助 ,一 年 后 ,第 一 辑 八 本 书 已 与 读者 见面 ,第 二 辑 也 即将 
出 项 .这 十 六 本 书 尽 管 深浅 不 同 , 风 格 各 异 , 但 至 少 有 一 个 共同 
之 处 , 即 作 者 们 均 朝 着 本 丛书 的 宗旨 和 目标 作 了 认真 的 努力 . 

在 这 批 忆 中 ,作者 们 介绍 了 近年 来 数学 一 些 重要 发 展 和 新 
的 方向 (其 中 包括 1990 年 更 尔 畜 奖 获得 者 V. Jones 在 拓扑 学 所 
结 理论 方面 的 杰出 工作 ,基站 学 家 Kuhn 和 Smale 在 数值 复杂 
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性 方面 的 开创 性 工作 , 实 动力 条 统 的 黄 基 性 结果 等 ), 以 中 学 数 
学 为 起 点 介绍 一 些 数 学 分 支 和 课题 (如 复 函 数 、 非 欧 几 何 、 有 限 
域 . 西 性 、 拉 姆 塞 理论 ,Polya 计数 技术 等 ), 通 过 具体 实例 引伸 
出 重要 的 数学 思想 和 方法 (如 数论 在 数值 计算 中 的 应 用 ,几何 学 
的 近代 观点 , 群 在 集合 上 的 作用 ,计算 的 复杂 性 概念 等 ), 从 不 同 
的 侧面 介绍 了 数学 在 物理 .化 学 、 经 济 学 ,信息 科学 以 及 工农 业 
生产 等 方面 的 广汽 应 用 ,包括 华 罗 广 教授 多 年 来 在 中 国 普及 数 
学 方法 的 宝 再 经验. 在 书 的 正文 或 附录 中 ,作者 们 介绍 了 中 外 许 
多 数学 家 的 生平 和 业绩 ,特别 是 国内 外 数学 家 为 华罗庚 教授 所 
写 的 纪念 文章 ,从 不 同 侧面 回忆 了 他 早年 的 业绩 , 壮 扬 他 为 新 中 
国 培养 人 材 和 扑 爱 祖国 献身 事业 的 可 青 精神 ,这 对 于 我 们 (包括 
年 轻 一 代 ) 是 有 很 大 教育 意义 的 ， 

尽管 作者 们 作 了 很 大 的 努力 ,但 我 们 深 知 ,用 通俗 语言 介绍 
如 此 让 富 的 数学 思想 和 飞跃 的 发 展 ,是 一 项 十 分 艰难 的 任务 ,在 
第 一 批 书 出 版 之 后 ,我 们 热 谍 地 欢迎 广大 读者 的 批评 和 郊 见 ， 以 
利于 今后 改进 和 提高 .如 前 所 述 , 这 批 书 的 写作 风格 各 异 ,取材 
的 深度 和 广度 也 有 所 差别 ,即使 不 少 作者 几 易 其 稿 ,力图 把 基点 
放 在 初等 数学 ,但 是 要 介绍 现代 数学 的 思想 和 内 容 ,很 难 避 免 引 
进深 一 层 的 概念 和 方法 . 所 以 ,我 们 不 能 蔡 求 读者 在 最 初 几 遍 就 
能 把 书 中 叙述 的 内 容 和 体现 的 思想 方法 仗 部 读 懂 , 但 是 希望 具 
有 不 同 程 度数 学 知识 和 修养 的 数学 爱好 者 在 认真 读 过 这 些 书 之 
后 都 能 有 所 收获 ,开阔 眼界 ,增长 见识 ,从 而 更 加 认识 数学 ,了解 
数学 ,热爱 数学 和 走向 数学 ， 

冯 克 勤 


识 于 一 九 九 二 年 五 月 . 
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